数学 名 著 译 从 


几何 基础 


第 二 版 ) 


D. 希 尔 伯 特 著 


本 . 站 

上 

本 

EE , 

ee ~ 
| ~ 1 


数学 名 著 译 从 
几 何 基 础 


384938 


( 京 ) 新 登 字 092 号 


内 容 简章 


本 六 是 堵 学 史上 的 一 本 名 著 ， 它 以 严格 的 公理 化 方 夺 贤 新 闻 述 了 网 几时 
得 岂 全 学， 为 二 十 世纪 数学 的 公理 忙 运动 必 隘 了 了 道路， 本 书 中 详 本 弟 二 版 是 
根据 德 文 最 新 让 好 第 十 二 版 番 译 的 ， 侈 书包 括 正 六 、 德 文 委 全 版 的 施 详 沾 序 
党 与 注解 ;以 及 五 个 附录 和 五 个 补 箱 . 

本 书 可 供 岗 等 院 校 坎 学 系 师 生 \ 中 学 教师 以 攻 广 大 敏 学 工作 兰 哆 读 ， 


DD. Hilbert 1 We 1 
GRUNDLAGEN DER G. Da (和 


江 闪 池 : 
幅 任 线 辑 瑟 油 村 桂 小 杨 
局 学 风 启 一 出 版 
北京 这 纳 屿 失 4t 浙 15 内 
吕 栈 辣 三 ; 100717 
血 国 辜 革 院 阁 刷 扩 印刷 
新 华 书 上 店 北京 发 行 所 改行” 各 塌 新 举 书 让 她 冤 
本 


195 音 2 月 第 一 机 并 本 1 850x 1163 1732 
1995 儿 11 月 第 二 限 印张 :11 

1995 洗 ]] 月 储 二 实 凤 蚀 字 届 :154000 

印 蓝 : 4 000 一 5 360 


ISBN 7-04-004512-2/0O , 778 
定价 ，17.80 学 


出 版 者 的 话 


二 干 世 纪 数 学 的 最 显著 的 特征 在 于 它 的 公理 化 ，D, 希 尔 信 
竺 的 《几何 基础 》 一 书 为 这 个 新 的 方向 开 卫 了 道路 ， 本 书 以 严格 . 
的 公理 化 方 靶 重新 最 述 了 欧 几 里 得 几何 学 ， 书 中 首先 给 出 不 定义 
.的 概念 一 一 点 、 线 .平面 .在 …… 之 间 、-- 对 点 重合 . 角 的 重合 ,然后 
列举 了 欧 几 里 得 儿 条 的 公理 系统 ， 并 用 这 些 公理 证 明了 欧 几 里 得 
几何 的 一 些 基本 定理 ,此 外 还 证 明了 这 些 公理 是 独立 的 。 可 以 说 ， 
本 书 是 数学 史上 的 一 部 具有 划时代 意义 的 著作 ， 

本 书 第 一 版 于 1899 年 出 版 以 后 ， 便 受到 各 国学 术 界 的 重视 ， 
有 多 种 译本 陆续 出 版 。 以 后 虽 多 次 修订 出 版 ,使 论述 揭 加 清楚 ,内 
容 更 加 完善 ,但 其 输 廊 及 本 质 则 无 大 变动 ， 

我 国 数学 春 老 前 韭 ， 已 故 傅 钟 孙 教 授 曾 根据 第 一 版 的 英 译 本 
进行 翻译 , 取 名 为 《几何 原理 》, 于 1924 年 出 版 ， 解 放 后 ,我 社 约请 
江 译 涵 教 授 根据 1930 年 第 七 版 的 俄 译本 将 正文 部 分 译 出 ,并 附 傻 
译本 的 长 序 ( 槛 光明 译 ) 和 对 正文 的 注解 ( 蒋 守 方 译 ) 以 及 1956 年 
第 八 版 的 一 些 补充 , 取 名 《几何 基础 3 第 一 分 册 ， 于 1958 年 出 版 ， 

着 尔 伯 特 于 1943 年 去 世 以 后 , 他 的 学 生 P. 贝尔 醒 斯 (Ber. 
nays》 对 第 七 版 进行 多 次 增补 、 修 订 , 到 1977 年 已 出 到 第 十 二 版 . 
第 于 二 版 与 第 七 版 主要 有 三 个 泵 同 点 : 第 一 ,对 正文 $8 第 五 组 公 
理 (连续 公理 ?进行 了 改写 ,同时 在 正文 其 他 地 方 也 稍 有 变动 ,并 增 
.加 了 许多 注 记 ;第 二 ,去 掉 了 原来 十 个 附录 中 与 几何 无 直接 关系 的 
后 五 个 附录 ;第 三 ，P。 由 尔 酮 斯 又 在 全 书 最 后 增 写 了 五 个 补 篇 。 

我 社 征 得 江 泽 洗 教授 的 同意 ,约请 朱 和 办 勋 教授 根据 第 十 二 版 ， 
对 第 七 版 的 中 译本 进行 增补 、 修 订 ， 由 于 第 七 版 俄 译本 的 长 序 是 
前 苏联 著名 几何 学 家 口 . K， 拉 会 夫 斯 基 (Paineackn#) 所 写 ,对 
金 忆 作 了 金 面 而 又 系统 的 介绍 ， 这 个 序 以 及 俄 译本 的 注解 对 读者 


均 将 有 所 帮助 , 故 予 以 保留 。 

朱 盏 励 孝 各 在 病 中 坚持 进行 此 项 工作 ， 孜孜 不 能 ,花费 心血 
讲 憾 的 是 , 尚 差 一 个 附录 没有 译 出 , 朱 教 授 便 不 幸 去 世 了 ， 所 余 工 
作 由 陈绍 医 教 授 完 成 . 

本 书 正文 部 分 的 译 稿 经 程 其 囊 教 授 仔细 校 阅 ， 俄 译本 的 注解 
经 张 文 贵 同志 核对 ,在 此 ,说 致 谢意 ! 


斜 学 出 版 社 


第 十 版 序言 


项 尔 伯 特 在 世 时 ,他 所 著 的 《几何 基础 》 的 最 后 一 版 是 第 七 版 .， 


为 了 表 表 他 关于 该 版 书 的 思想 ， 在 这 里 我 们 重印 他 所 寄 的 序言 中 
的 一 段 :“ 当 前 我 的 第 七 版 《几何 基础 了 》 较 前 一 夏 具 有 值得 重视 的 
改正 与 增补 ,部 分 是 出 自我 在 前 一 版 出 版 后 关 寸 该 学 科 的 讲述 ,部 
分 是 四 于 其 他 作者 在 这 有 段 时 期 中 所 作 的 改进 。 从 而 使 这 本 书 的 主 
枝 内 容 得 以 修订 关于 这 些 问题 曾 得 到 我 的 学 生 孔 . A. 斯 米 特 
〔(H，Arnold Schmidt 的 大 力 翅 助 。 他 不 但 为 我 做 了 这 些 工 作 ,并 
且 还 提供 了 自己 的 许多 注 记 以 及 推论 ， 特 别 是 他 独立 地 写 出 了 附 
录 卫 的 新 形式 . 因此 对 于 他 的 协助 ,我 在 这 里 致 以 衷心 的 谢意 .” 

同时 也 参考 希 尔 伯 竺 全 集 第 工 眷 (Gesammelten Abhandlungen, 
Bd. II.，Berlin 1933) 第 404 项 至 第 414 天 由 再 , A,. 斯 米 特 所 
写 的 “关于 和 希 尔 俏 等 的 几何 基础 ” (Zu Hilberts Grundlegung der 
Qeometrie) 的 简 吕 ， 

在 第 八 \ 第 九 以 及 第 十 版 里 并 未 引进 本 质 上 的 新 修正 ,对 说 书 
正文 仅 作 少量 改正 及 小 量 增补 ,但 于 最 后 则 增加 一 些 补 算 , 第 七 版 
-中 的 附录 I 一 附录 和 仅 保 留 其 中 具有 几何 性 质 的 附录 I 一 附录 V , 

补 篇 中 所 增加 的 大 部 分 内 容 是 受 H. 弗 里 敦 增 尔 (H, Freuden- 
thdl) 所 写 的 "关于 几何 基础 的 历史 ”(Zur Geschichte der Grindlagen 
der Geometrie， 风 数学 的 新 记录 (Nieuw Archief Voor Wiskunde) 
(4)， 第 105 页 一 第 142 页 (1957)) 一 文 的 启发 ,特别 是 其 中 对 原 
书 阅 述 面 积 的 理论 及 其 应 用 所 作 的 批评 他 曾 以 此 文 古 献 于 着 尔 
伯 特 几何 基础 3》 第 八 扳 一 书 . 

至 于 补 篇 的 内 容 则 包含 : 

补 篇 11 里 增添 涉及 到 关联 公理 和 顺序 公理 的 推论 ,而 将 正文 
中 的 53 和 54 加 以 扩充 ,特别 指出 在 该 处 从 范 ， 德 巨 尔 登 (van der 


sn iii es 


Wacrden) 的 一 篇 文章 “" 欧 氏 有 几何 的 通 输 基础 ”De Logische Gru- 
ndlagea der Euklidische Meetkunde, 风 补 篇 IT1 中 所 引 湛 志 } 中 取 
出 一 个 注 记 。 补 篇 12 里 放 进 了 以 前 附录 VI 中 关于 实数 公理 的 一 
些 独立 性 问题 . 

补 篇 芽 给 出 正文 比例 论 5 14 一 $ 16 中 所 铺 述 的 一 个 较 简 音 
的 形式 . 

补 篇 鹉 包含 关于 面积 理论 的 若干 补充 探讨 ， 

补 篇 IV 1 则 研究 了 从 第 五 章 的 讨论 中 去 掉 顺 序 公 还 的 可 能 
性 , 补 篇 2 则 是 基于 DD, 凯 肉 (D. Kijne) 所 给 的 注 记 ， 使 有 关 
作 图 问题 的 定理 65 ($ 37) 更 加 简捷 . 

补 篇 Y 1 包括 希 尔 伯 特 在 附录 工 中 所 构成 的 两 个 “ 非 毕 氏 由 
何 “的 补充 注 记 ， 

补 篇 Y2 本 质 上 是 以 前 各 版 (从 第 二 版 开始 ) 中 附录 工 的 推论 
的 重演 ， 他 利用 假定 的 安装 公理 ， 从 较 弦 的 合同 公理 导 信 较 强 的 
可 能 性 ,同时 改正 了 原来 的 证 明 ， 、 

” 多 书 于 适当 处 增加 了 有 关 近 代 文 献 的 一 些 参 汰 资料 。 
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德 文 第 七 版 的 俄 译本 序言 


希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 和 它 在 
本 问题 发 展 的 历史 中 的 地 位 * 


IT KK. 拉 全 夫 斯 基 


作为 物理 学 的 几何 学 


当 我 们 学 习 几 何 学 的 时 候 ， 一 开始 一 如 间 在 中 学 里 学 习 几 
何 学 时 那样 一 一 就 在 我 们 的 认识 中 产生 了 独特 的 思维 世界 ， 它 青 
特地 既是 现实 的 又 是 幻想 的 。 事 实 上 ,我 们 关于 直线 .平面 、 几 何 
体 (例如 球 ) 等 等 的 论述 ， 是 在 给 它们 以 完全 确定 的 性 质 以 后 才 进 
行 的 ， 然 而 具有 作为 我 们 研究 对 象 的 那 种 形状 的 东西 ， 究 竟 在 娜 
里 和 在 什么 意义 于 存在 着 包 ? 我 们 岂 不 是 都 知道 ， 不 论 我 们 如 何 
”地 磨 ( 警 如 说 ) 一 块 金 属 板 的 表面 ， 由 于 工具 和 动作 本 身 的 不 可 各 
免 的 偏 甘 ,我 们 永远 不 能 把 它 庭 成 “理想 平面 * 的 形状 ， 更 何况 不 
仅 无 法 达到 理想 地 平 的 形状 ,而 且 根 据 物质 的 原子 结构 ,甚至 还 不 
可 能 无 限制 地 接近 它 哩 ! 事实 上 , 当 我 们 加 强 所 要 求 的 精确 度 时 ， 
金属 板 就 将 被 分 解 成 各 别 的 原子 ， 以 致 一 般 地 所 谓 它 的 表面 都 无 
章 义 了 ， 1 

而 直线 又 是 怎么 样 昵 ? 或 许可 以 认为 光线 是 沿 着 理想 的 直线 
而 传播 的 吧 ? 然而 量子 力学 告诉 我 们 ， 光 线 是 和 用 各 别 的 介质 
~ 一 量子 一 一 而 传播 的 ,至 于 说 到 这 种 量子 在 运动 时 所 走 的 道 略 ， 
一 般 地 也 没有 意义 。 

那 末 ,我 们 在 几何 学 里 究竟 研究 些 什 么 呢 ? 难道 只 研究 与 物 


”此 功 苏 步 让 教授 也 曾 评 过 :发 表 在 “数学 和 通 殷 * 上 一 一 详 者 注 。 


质 世界 格格 不 人 的 幻想 、 我 们 想象 力 的 创造 吗 ? 可 是 从 只 常 的 经 
验 和 从 技术 上 的 实验 ,我 们 就 能 坚定 地 知道 ,对 这 些 幻想 的 对 象 所 
推导 出 来 的 法 则 和 规律 ， 都 以 不 可 克服 的 力量 服从 于 网 质 的 自然 
界 ;以 致 进行 新 的 设计 的 工程 师 , 当 遭受 失败 时 。 可 以 怀疑 其 任何 
的 假设 ,而 决 不 会 怀疑 例如 关于 角 柱 体积 的 公式 ， 
这 些 刀 何 形象 ,看 来 好 像 基 无足轻重 的 , 非 物 质 的 、 而 同时 却 
雇 椒 可 克服 的 力量 来 刻画 物质 世界 的 ,又 好 像 可 以 认为 (如 丙 唯 心 
主义 暂 学 经 常 如 此 说 的 ) 是 上 帝 按 其 自己 的 意 加 创造 的 ,究竟 是 些 
慎 么 呢 ? 
唯物 主义 的 宇宙 观 攻 动 我 们 来 回答 这 个 问题 ， 让 我 们 特地 从 
粗糙 的 例子 开始 . 设 在 我 们 面前 有 筑 在 一 块 土地 边 上 的 一 道 转 
壤 ， 和 如 时 我 们 要 计算 这 块 土地 的 面积 , 米 拟定 其 规划 等 等 , 则 在 我 
们 儿 何 的 计算 里 就 将 画 出 一 条 封闭 的 晶 线 来 代替 围墙 ， 而 用 它 所 
分 隔 成 的 平面 片段 来 代替 土地 。 这 种 使 用 几何 概念 来 暗中 顶替 物 
质 对 象 ,其 实质 又 何在 昵 ? 
问题 基 : 不 沦 我 们 蕊 用 木头 还 是 石头 来 造 围墙 ， 不 论 我 们 千 
多 宽 多 高 ,不 论 我 们 是 否 向 旁边 移动 了 这 么 一 盏 米 等 等 ,这 块 十 地 
实际 上 并 不 因 之 而 有 所 改变 。 由 于 我 们 所 关心 的 只 是 土地 本 身 ， 
. 至 于 港 其 边界 究竟 造 了 些 什 么 ,实际 上 并 不 起 任何 作用 , 尽 可 以 把 
所 有 这 些 都 撤 开 不 管 ， 因 此 ,我 们 抛弃 了 作为 物体 的 国 墙 的 ,在 当 
前 情况 下 对 我 位 不 重要 的 极 大 多 数 的 性 质 ， 力 墙 对 我 们 重要 的 那 
些 性 质 一 一 与 其 长 魔方 面 的 延伸 性 有 关 的 福 质 ， 放 属于 我 们 考虑 
之 列 ， 这 些 福 质 也 就 正 是 曲线 在 几何 疮 义 下 的 竹 质 ， 有 同 祥 事实 
的 各 种 各 样 的 例子 是 不 姓 枚 举 的 ， 当 我 们 讨论 绳子 ， 飞 驰 的 炮弹 
的 路 线 等 等 时 , 则 在 一 定 的 精确 程度 下 .我 们 所 必须 关心 的 也 只 基 
它们 的 那样 一 些 性 质 , 那 就 是 我 们 称 为 几何 曲线 的 性 质 。 
总 之 , 当 我 们 研究 几何 曲线 时 ,我 们 同时 也 就 研究 了 土地 的 图 
. 墙 , .一定 长 度 一 一 与 粗细 相 比 一 的 绳子 ， 以 及 飞驰 的 炮弹 的 路 
线 ， 然 而 对 所 有 这 些 现象 而 言 。 我 们 并 不 在 各 方面 都 保留 它们 性 
, 质 的 多 样 性 ,因为 它们 并 不 具有 最 大 的 精确 性 ,而 只 是 就 在 当前 的 


二 


情况 下 对 我 们 重要 的 一 维 延 体 性 方面 来 加 以 选择 ， 并 且 记 只 具有 
实用 上 必要 的 精确 程度 ， 于 是 我 们 叫做 几何 星 线 的 性 质 的 这 些 对 
象 的 共同 性 质 就 显得 突 册 了. 这样 ,假如 我 们 说 星 线 没有 宽 齐 , 那 
只 不 过 是 简短 地 表明 ， 围 墙 的 宽度 实际 上 并 不 影响 其 所 包围 的 土 
. 地 ,绳子 的 横 截 面 的 大 小 与 其 长 度 相 比 可 以 罩 去 不 计 , 等 等 而 已 ， 

所 有 别 的 几何 概念 和 命题 也 都 有 类 似 的 意义 。 它 们 全 都 反映 
了 物质 对 象 的 性 质 和 物质 世界 的 法 则 .它们 的 “理想 的 "特性 只 是 
表明 了 在 已 体 性 质 的 已 知 联 系 中 非 主要 的 性 质 之 被 抛弃 《抽象 )， 
特别 地 是 它们 只 以 一 定 的 精确 程度 而 被 考 洪 ， 这 种 抽象 可 以 用 来 
清楚 地 揭露 物体 的 共 回 而 又 次 藏 的 性 质 ， 我 们 把 它们 叫做 延伸 的 
性 质 而且 在 几何 学 里 加 以 研究 ， 儿 何 法 则 之 所 以 为 自然 界 所 必 
须 ,就 由 于 它们 是 从 自然 界 抽 象 出 来 的 户 故 ， . 

这 样 一 来 ,反映 物质 现实 的 儿 何 真理 ,以 简化 了 的 和 公式 化 了 
的 形状 。 近似 地 重 现 了 物质 现实 。 正 由 于 抛弃 了 无 窍 多 的 复杂 事 
实 ， 才 产生 了 几何 理论 的 如 此 使 人 信和 限 的 严整 性 和 合理 性 ， 而 假 
如 是 如 此 的 话 , 则 很 自然 地 ， 就 不 能 强求 几何 学 [暂时 谈 到 的 总 限 
主 欧 几 里 得 〈Eiaclid) 几何 学 ] 无 限制 地 恰当 于 研究 物质 世界 ; 当 
这 种 研究 的 精确 性 一 超过 某 种 限度 了 时， 几何 学 由 于 其 近似 地 反映 
现实 的 本 质 ,就 失去 了 作用 . 

为 了 使 它 重 新 成 为 有 用 的 ， 我 们 必须 依据 新 的 实验 数据 使 它 
成 为 更 精确 的 ， 我 们 必须 回 过 来 捡 起 在 抽象 过 程 中 弃 之 于 途 的 那 
些 东 西 , 

”然而 在 我 们 建立 几何 学 时 ,物质 现实 ,究竟 有 了 哪些 较为 显眼 的 
方面 ， 被 浙 弃 掉 了 呢 ? 这 首先 就 是 物质 在 一 定 的 时 间 内 所 进行 的 
运动 ， 很 自然 地 ,为 了 在 几何 学 里 避免 过 分 的 抽象 ,使 它 控 近 于 物 
质 现实 ,我 们 应 该 重新 考虑 物质 运动 的 过 程 ,而 这 就 说 明 ， 应 该 把 
几何 学 放 在 与 力学 结合 成 的 有 机 整体 中 来 讨论 , “纯粹 的 * 几 何 学 
消失 了 ， . 

以 上 所 说 的 种 种 不 只 属于 理论 上 的 探讨 ， 二 十 世纪 内 科学 的 
历史 发 展 正 就 是 沿 着 这 条 道路 前 进 的 。 特殊 相对 沦 (1905) 把 空 
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匣 和 时 间 的 延 仿 性 结合 成 一 个 不 可 分 割 的 整体 , 而 普遍 相对 论 
《1916) 惕 把 几何 学 和 关于 物质 的 分 布 和 运动 的 普遍 学 说 统一 在 一 
个 学 科 之 中 ， 因 此 ， 从 到 现在 为 止 我 们 关于 几何 学 所 说 的 那 种 观 
点 看 来 , 它 是 物理 学 的 一 部 分 ,因而 就 应 该 与 在 实验 基础 上 的 物理 
学 一 起 生长 和 发 展 ， 

然而 在 几何 学 里 还 有 别 的 、 数 学 的 方面 , 那 是 我 们 直到 现在 为 
止 有 总 地 置之不理 的 ， 而 这 方面 目前 对 于 我 们 是 最 重要 的 ， 因 为 
它 正 是 本 书 所 去 讲述 的 . 


作为 数学 的 几何 学 


直到 现在 我 们 完全 没有 考 弄 关于 几何 学 的 迎 辑 结构 的 问题 ， 
然而 也 许 就 是 它 最 使 初学 者 惊 诈 和 要 求人 付出 最 大 的 注意 力 ， 这 
自然 不 是 偶然 和 的 ， 假 如 把 几何 学 看 作 数 学 的 分 科 ， 其 本 质 正 就 在 
这 里 。 

可 以 说 ， 几 何 学 是 数学 一 一 这 就 图 从 其 逻辑 结构 方面 来 考虑 
的 儿 何 学 。 我们 力求 尽量 深入 地 来 探究 这 一 点 ， 因 为 否则 本 书 的 
内 容 在 其 基本 的 观念 方面 还 将 会 是 无 法 了 解 的 了 。 为 了 较为 具体 
起 见 ,我 们 依然 限于 三 维 的 欧 几 里 得 几何 学 ， 

首先 ， 很 明显 的 是 ， 几 人 局 学 并 非 简单 地 是 各 自 具 有 独立 的 意 
义 的 一 些 命题 的 全 体 .几何 学 的 命题 交织 成 多 辑 相关 的 密 网 ， 更 
-精确 地 :这 就 是 说 ,不 利用 直觉 地 显然 的 、 从 经 验 得 来 的 几何 形象 
的 伺 质 , 而 只 应 用 形式 脖 辑 的 靶 则 ,一 个 命题 可 以 用 纯 黑 辑 的 方法 
从 别 的 命题 推导 出 来 ， 例 如 ,从 命题 “每 一 个 长 方形 都 有 相等 的 对 
角 线 " 和 "每 一 个 正方 形 都 是 长 方形 * 推 出,“ 每 一 个 正方 形 都 有 相 
等 的 对 角 线 "，。 为 了 作出 这 个 结论 ,完全 不 必须 设想 附 有 对 角 线 的 
正方 形 ; 甚至 可 以 不 知道 这 种 “正方 形 * 和 "长 方形 * 是 些 什 么 ， 而 
“有 相等 的 对 角 线 ”又 指 的 什么 ， 不 管 这些 术 语 被 给 予 什 么 意义 ， 
这 论断 重 现 了 形式 逻辑 中 所 讨论 的 一 种 类 型 的 三 毁 论 靶 。 以 元 它 
总 是 正确 的 . 

自然 会 发 生 这 样 的 问题 ， 几 何 学 中 这 种 类 型 的 形式 膛 辑 相关 
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性 的 整个 系统 ,有 什么 办 法 可 以 枝 括 无 虽 和 使 其 易于 被 楼 受 ,而 不 
仅 在 个 别 的 例子 上 指出 它们 呢 ? 

给 这 个 问题 以 回答 的 是 几何 学 的 公理 结构 ， 它 的 目的 是 在 几 
何 理论 里 得 出 依靠 形式 远 辑 论断 的 最 大 可 能 ， 当 然 ， 因 为 形式 逻 
辑 只 能 教 人 如 何 从 已 经 知道 的 命题 推导 出 新 的 命题 ， 所 以 形式 隶 
辑 决 不 能 无 中 生 有 ， 因 此 ， 至 少 必须 随便 怎么 样 地 取 一 些 几何 命 
题 作为 焉 实 的 ， 然 技 试 着 从 它们 用 纯 运 辑 论断 的 步 难 推 导出 所 有 
其 余 的 命题 来 . . 

如 果 这 个 目的 被 达到 了 , 则 用 纯 逻 辑 的 步骤 ( 不 引用 几 柯 的 直 
觉 ) 可 以 从 而 推导 出 所 有 其 余 命 题 的 那些 几何 命题 ， 就 被 称 为 公 
理 , 而 从 它们 逻辑 地 推 得 的 命题 , 则 被 称 为 定理 . 

很 自然 地 ,这 时 还 应 该 尽量 使 得 公理 的 数量 是 尽 可 能 地 少 , 因 
而 也 就 使 得 在 建立 几何 学 时 最 大 可 能 的 工作 落 到 形式 逻辑 论断 一 
方面 。 事 实 是 ， 只 有 这 种 情况 才 了 以 最 好 的 方式 揭露 了 有 还 辑 关系 的 
全 部 册 容 和 了 阐明 了 几何 学 的 逻辑 结构 ， 

概括 以 上 所 氢 述 和 的， 作为 物理 学 的 几 情 学 是 研究 物体 的 迁 仲 
性 质 的 。 它 的 合 题 可 以 而 且 应 该 用 实验 的 方法 来 失 验 ; 像 物理 学 
的 所 有 命题 一 样 ,它们 只 是 拍 象 地 体现 了 物质 好 界 , 因 而 只 是 近似 
地 真实 的 。 

作为 数学 的 几何 学 所 关心 的 只 是 其 命题 之 癌 的 理 辑 相关 竹 ， 
更 精确 地 说 ， 它 所 研究 的 是 从 落 干 个 命题 { 公 理 ] 理 辑 地 推 茸 出 所 
有 其余 前 命 琴 因此， 作为 数学 的 几何 学 的 命 琴 的 真实 性 只 能 说 
是 有 条 件 的 ， 即 在 读 命 起 实际 上 是 从 公理 推 针 出 来 的 这 种 意义 之 
下 。 

我 们 看 到 ,关于 几何 学 的 这 两 种 观点 有 实质 上 的 不 同 ,而 且 不 
管 它们 在 实物 范围 里 是 如 何 地 相合 ,几何 学 发 展 的 实情 ,在 一 种 情 
况 下 与 在 另 一 种 情况 下 相 比 、 起 次 不 同 的 作用 。 员 然 作为 物理 学 
的 几何 学 在 现实 中 发 生 ， 它 还 是 实质 上 运用 了 数学 上 的 几何 学 的 
逻辑 方式 ;而 数学 上 的 几何 学 ,主要 基 在 直接 或 者 间接 从 物理 学 领 
域 出 发 的 动机 影响 之 下 发 展 起 来 的 。 
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当然 ， 侵 如 这 样 地 来 理解 这 种 对 立 ， 作 为 物理 学 的 几何 学 研 
帘 的 是 物质 世界 ， 而 作为 数学 的 儿 何 学 则 归 之 于 " 纯 精 神 的 ”创作 
的 范围 ， 那 就 完全 钳 误 了 ， 人 类 思维 的 内 容 和 形式 归根 到 庶 还 是 
完全 由 物质 世界 所 决定 的 ， 形 式 逻 辑 的 法 则 本 身 之 所 以 能 以 这 样 
的 威力 强迫 我 们 接受 ， 就 在 于 它 是 多 次 重复 的 实际 经 验 的 反映 。 

作为 物理 学 的 几何 学 和 作为 数学 的 几何 学 的 明白 的 划分 -一 
自然 不 在 于 提出 它们 的 先后 上 ， 而 在 于 实际 研究 的 总 义 上 一 一 乃 
是 十 九 世 纪 末 了 时 到 二 十 世纪 开端 时 科学 上 的 巨大 而 有 原则 性 的 成 
就 .这 成 就 是 对 这 样 的 事实 而 言 的 ， 实 质 上 背 道 而 驱 的 两 种 观点 
的 共存 阻碍 了 彼此 的 有 发展、 而 在 今天 几乎 已 经 是 不 言 而 喻 的 这 种 
、 划 分 ， 绝 不 是 和 通过 捷径 而 得 到 的 ， 它 是 作为 科学 丽 想 的 长 期 而 复 
条 的 发 展 的 总 结 而 得 到 的 ， 在 这 发 展 中 希 尔 伯 特 的 & 几 何 基础 》 占 
有 显著 的 地 位 。 下面 我 们 就 要 用 极 简短 的 概述 ， 来 阐明 这 个 发 展 
中 对 于 我 们 的 目的 最 为 重要 的 一 些 因素 。 


欧 几 里 得 的 《几何 厌 本 》 


欧 几 里 得 (公元 前 300 年 前 后 ) 的 《几何 原本 》 以 下 列 方式 包含 
着 刀 何 学 原理 的 系统 的 叙述 ， 它 总 结 了 到 那 时 为 止 的 大 约 三 个 世 
纪 来 希腊 本 土 的 数学 的 发 展 、 从 那 时 起 几乎 直到 现代 为 ! 上 ,几何 
原本 3 被 认为 是 科学 的 严密 的 论述 体裁 的 模范 ;没有 性 何人 曾经 找 
到 过 对 它 作 根 本 修改 的 理由 ,而 我 们 的 中 学 教 本 , 喜 到 今天 ， 在 基 
本 上 还 是 欧 几 里 得 的 几何 原本 3》 的 加 工 修改 版 . 

造成 这 事实 的 原因 是 ， 欧 几 里 得 运用 了 当时 认为 是 稚 前 面 的 
命题 推 也 后 面 的 命题 的 严密 推理 的 方法 ， 以 特殊 的 精巧 和 完善 
一 一 自然 是 从 当时 的 科学 水 平 来 看 的 一 一 属 开 了 几何 学 的 授 辑 结 
构 。 当 然 ， 要 是 说 欧 几 里 得 曾经 坚持 几何 学 公理 结构 的 决定 性 的 
观点 ,未免 过 分 夸大 .但 是 他 无 疑 地 有 过 这 种 倾向 ， 实 际 上 ,在 该 
书 的 开头 就 列举 了 十 四 个 基本 的 命题 (其 中 五 个 叫做 公设 , 九 个 叫 
做 公理 ) ,它们 都 是 所 有 以 后 的 命题 的 前 提 ， 而 且 是 作为 该 书 的 基 
础 的 . 然而 要 接 纯 逮 辑 的 步 晤 来 展开 几何 学 ， 这 些 命 感 是 远 远 不 
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锣 用 的 。 而 且 在 以 后 的 证 明 中 。 欧 几 里 得 在 适用 真正 的 还 辑 论断 
， 之 外 ， 同 时 还 经 常 运 用 直觉 的 看 法 ， 欧 几 理 得 所 给 出 的 很 多 定义 
一 一 也 恰好 是 最 基本 的 一 一 完全 不 是 在 逻辑 的 意义 下 的 定义 ， 而 
只 是 几何 形象 的 直觉 的 描述: 例如 * 线 有 长 度 没 有 宽度 "等 等 ， 要 
从 这 种 定义 严密 逻辑 地 来 引出 任何 推论 是 不 可 能 的 ， 而 且 在 以 后 
的 论断 中 , 它 只 能 是 如 何 运用 直觉 观念 的 一 些 说 明 而 已 

这 样 一 来 ,在 《几何 原本 ?里 ,次 不 能 认为 已 经 有 了 现代 意义 的 

原则 性 的 公理 法 构造 。 而 且 在 任何 一 处 也 不 能 认为 已 经 有 了 这 种 
公理 法 构造 的 实地 的 实现 。 然 而 ,这 方面 的 倾 应 则 不 仅 存在 着 ,而 
且 在 后 来 还 继续 有 所 发 展 ， 这 可 以 从 爽 几 里 得 著作 的 许多 评论 者 
的 工作 中 看 到 ,它们 并 没有 提出 论述 方面 的 实质 上 的 修正 ,而 常常 
是 海 望 在 几何 学 床下 导入 更 为 稳固 的 基石 ,以 便 使 它 更 为 完善 .这 
些 企图 都 是 遵循 车 增 加 公理 个 数 的 这 条 道 略 的 。 从 几何 学 的 逐 辑 
结构 说 ， 公 理 的 不 足 是 大 家 感觉 到 的 ， 甚 至 直到 今天 我 们 也 不 能 
知道 ,究竟 哪些 公理 和 公设 确实 是 由 欧 儿 里 得 提出 的 ,而 电 些 公理 
则 是 由 后 继 者 补充 的 、 可 是 与 4 线 何 原本 》 相 比 ， 这 些 企图 并 未 玫 
现 出 新 的 ,原则 上 更 高 的 观点 ,而 且 变 成 了 一 种 措 索 。 黄 至 在 这 些 
企图 正确 地 接触 到 一 些 必 须 弥 补 的 缺陷 时 ， 它 们 也 被 隐藏 在 同样 
的 还 辑 地 不 合理 的 方式 之 中 ， 

， 儿 何 基础 问题 的 真正 发 展 ， 没 有 直上 欧 几 里 得 公理 系统 和 证 

明 的 辑 逻 改善 的 正路 , 却 是 通过 一 连 串 的 党 试 ,奇怪 地 在 歌 几 里 得 
完全 正确 的 地 方 来 进行 修正 . 这 里 我 们 指 的 是 其 几 里 得 第 五 公设 
的 历史 ， 


“ 欧 几 里 得 的 第 五 公设 和 非 欧 几 里 得 几何 的 发 现 


殉 凡 蜂 指 最 后 的 第 五 公设 说 ， “每 当 一 条 直线 与 另外 两 条 直 
线 相交 ,在 它 一 侧 作 成 的 溺 个 同 侧 内 角 的 和 小 于 24 时， 这 另外 两 
条 直线 就 在 同 侧 内 和 角 的 和 小 于 2 4 的 那 一 侧 相 交 .” 这 个 公设 在 吹 
几 里 得 的 系统 里 占有 特殊 的 地 位 ， 它 比较 晚 地 显示 出 它 的 作 胃 ， 
欧 几 显得 的 前 28 个 命题 的 证 明 并 未 用 到 它 。 这 事实 很 自然 地 引 


起 了 一 种 想法 ,以 为 一 般 地 说 这 公设 或 许 是 多 余 的 ,可 以 作为 定理 
.来 证 明 的 。 以 致 在 实际 上 , 欧 几 里 得 著作 的 计 多 评论 者 ,在 超过 两 
“千年 的 长 时 期 中 ， 曾 想 给 出 这 种 证 明 ， 还 常常 自 认 为 达到 了 目的 
(而 某 些 孤 陋 寒 闻 的 召 好 者 到 现在 还 在 继续 着 这 种 尝试 )。 

所 有 这 些 证 明 , 从 我 们 今天 的 观点 看 来 都 是 不 对 的 ,都 是 由 于 
.不 恕 证 明 地 假定 了 蘑 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 ， 这 种 命题 的 例子 
如 下 ， 在 锐角 一 边 上 的 垂直 线 和 倾斜 线 永远 相交 ; 通过 角 内 的 每 


个 点 至 少 可 以 作 一 条 直线 与 其 两 边 相 交 ; 平面 上 不 相交 的 直线 不 . 


能 无 限制 地 役 此 远离 ;不 存在 长 度 的 绝对 单位 , 邑 这 样 的 线段 ， 它 
能 依据 其 特殊 的 几何 性 质 ,与 其 他 长 度 的 线段 有 所 区 别 ( 如 同 在 各 
种 各 样 的 角 之 中 的 直角 一 样 ); 至 少 存 在 着 两 个 相似 的 三 角形 ， 等 
等 . 

”证 明 者 把 这 些 命题 中 的 某 一 个 看 作 是 显然 真实 的 ， 指 出 第 五 
公设 的 否定 与 它 予 盾 , 然 后 就 认为 达到 了 自己 的 目的 。 然 而 ,假如 
议 为 我 们 在 这 里 磁 到 的 审 实 具有 和 粗浅 的 光 辑 上 的 大 错误 ， 那 就 错 
;了 . 事实 上 ,在 几何 学 现代 的 公理 法 叙述 出 现 一 这 直到 十 九 忆 
: 纪 末 叶 才 达到 一 一 雇 前 ， 对 于 如 何 办 别 几 何 学 中 的 严密 的 证 关 和 
不 严密 的 证 明 ,, 一 般 地 说 并 无 完全 清楚 的 准绳 ， 在 所 有 这 些 证 明 
中 ,一 般 邦 多 次 地 引用 了 直觉 性 ,和 而且 并 未 说 明 这 些 引 用 究 党 在 什 
从 限度 内 可 以 被 这 为 是 舍 理 的 ， 因 此 在 一 定 程度 上 ， 第 五 公设 的 
每 个 证 明 者 会 自 以 为 他 的 假设 是 合理 的 ， 而 且 他 已 经 证 明了 第 五 
公设 ， 直 到 现在 才 知道 所 有 这 些 证 明 都 是 站 不 住 脚 的 ， 它 被 卓越 
的 天 才 所 迅速 猜测 到 的 时 候 ， 比 它 被 无 可 反 驱 地 确定 下 来 的 时 候 
要 来 得 早 些 ， 

无 论 如 何 ,在 各 种 各 样 证 明 的 尝试 的 累积 下 ,与 第 五 公设 等 价 
,的 命题 的 范围 越 来 越 扩 大 ， 其 中 的 一 部 分 已 经 在 上 面 列举 过 . 恋 
:成 清楚 了 的 是 : 第 五 公设 的 否定 将 招数 所 有 这 些 命题 的 否定 ， 即 
招致 整整 一 系列 “不 可 导 议 的 "荒诞 不 经 的 "推论 ,然而 在 其 中 完 
爹 不 能 找到 直接 的 迎 辑 的 矛盾 ， 为 了 寻找 这 种 矛盾 ， 在 十 八 世纪 
轩 已 经 有 一 些 学 者 ,从 第 五 公设 不 成 立 这 个 命题 出 发 , 颜 为 深入 地 
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展开 了 一些 推论 [ 茧 凯 理 fsSaccheri),1733; 伦 就 膜 (Lambert),1788T。 
实质 上 这 已 经 是 非 哆 几 里 得 几何 的 初步 ， 然 而 这 些 工作 的 作者 并 
没有 达到 这 种 认识 ?. 

早 在 1823 年 ， 伟 大 的 俄国 几何 学 家 H. 天. 罗 巴 契 夫 斯 基 
{JToGadesckn 认 1792 一 1856), 已 经 明白 地 认识 到 证 明 平 行 公设 
的 企图 的 没有 价值 9。 不 久 他 就 有 了 一 种 想法 ， 认 为 第 五 公设 的 
否定 一 般 地 并 不 引出 任何 的 矛 唐 ， 反 而 促使 新 的 非 欧 几时 得 几何 
体系 的 诞生 。 他 第 一 个 公开 地 发 表 了 非 欧 几 里 得 几何 的 系统 的 叙 
述 。 1826 年 2 月 11 日 在 焉 山大 学 数学 物理 系 的 会 议 上 ， 他 陈述 
了 自己 的 发 现 的 要 点 。 到 1829 年 。 他 在 “路 山大 学 通报 ”上 发 表 
了 论文 "关于 几何 的 本 原 ”， 其 中 包含 了 非 欧 儿 里 得 几何 的 详细 药 
儿 述 ， 稍 晚 一 些 获得 非 欧 几 里 得 几何 的 有 约翰 - 鲍 雅 义 〔Johann 
Bolyai， 1802 一 1860)， 他 在 1832 年 发 表 了 他 的 结果 。 从 高 斯 
(Gauss，1777 一 1855) 逝世 后 才 刊 行 的 他 的 通信 录 中 看 到 ,高 斯 已 
经 知道 非 欧 所 里 得 几何 的 大 概 ， 可 县、 由 于 怕 不 被 人 了 解 和 唱 受 
嘲笑 ， 他 始终 没有 勇气 公开 地 宣布 这 一 点 。 毫 无 顾忌 地 在 俄国 
(1826) 和 在 国外 (1840) 发 表 了 他 的 结果 的 H. H. 罗 巴 契 夫 斯 基 ， 
理应 据 有 发 现 非 欧 儿 里 得 几何 的 绝对 的 优先 权 ， 然 而 非 欧 几 里 得 
几何 的 创造 者 当 其 在 世 时 并 未 被 人 理解 。 直 到 60 年代, 及 巴 契 去 
斯 基 芍 工作 才 为 数学 界 所 公认 ， 而 且 在 央 大 的 程度 上 乃 是 决定 十 
九 世纪 数学 思想 全 狐 的 转折 点 ”， 


非 欧 几 里 得 几何 学 在 关于 几何 基础 的 问题 里 的 意义 


非 欧 几 里 得 几何 学 直接 地 包括 些 什 么 内 容 呢 ? 原来 在 几何 学 
里 可 以 抛弃 第 五 公设 ， 币 采用 这 样 的 假设 ， 在 平面 上 通过 取 在 一 
条 直线 外 的 每 一 个 点 ， 有 无 穷 多 条 直线 不 与 这 直线 相交 .尽管 这 


1) 第 五 公设 的 历史 在 “H.H， 罗 巴 契 夫 斯 舍 全 集 ? 第 一 孝 中 B. 中 ， 卡 岗 (Karag) 
的 论文 时 有 所 叙述 。 

2) 看 他 的 车 作 s 几 何 学 y- 

3》 从 较 广 的 历史 衣 入 中 来 着 罗 巴 加 天 斯 基 的 生 话 和 创造 种 径 ,在 B. 中 ， 卡 岗 的 书 
* 罗 巴 扫兴 斯 基 传 > 里 有 所 说 明 . | 
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候 设 看 来 如 此 了 明 旦 地 不 合 情 理 ， 从 它 却 能 无 限制 地 引出 推论 和 证 
肯定 理 而 不 造成 逻辑 的 巴 盾 .结果 就 产生 了 新 的 非 欧 几 里 得 几何 
学 .固然 ,这 帮 何 学 中 的 许多 定理 ,我 们 从 直觉 的 观点 看 来 ， 在 很 
多 方面 铬 原来 的 搬 设 还 娶 不合 情理 ， 而 且 有 一 些 简直 是 骇人听闻 
的 。 可 是 在 逻辑 上 , 伺 述 依然 是 没有 毛病 的 . 

单 是 这 种 情况 已 经 表明 几何 学 的 处 辑 结构 对 于 几何 的 直觉 有 
一 定 的 独立 性 ， 表 明 几 何 学 的 远 辑 展开 在 其 种 程度 上 可 以 独立 地 
甚至 与 来 自 物理 实验 的 直觉 观念 相 违 地 进行 。 但 是 事情 的 另 一 方 
面 有 更 大 的 意义 , 那 是 高 斯 所 已 经 注意 到 的 ， 那 就 是 说 ,很 自然 地 
发 生 这 样 的 问题 ， 如 果 两 称 几 何 一 一 欧 几 里 得 的 和 非 欧 儿 里 得 的 
一 一 都 是 在 净 辑 上 毫 无 毛病 地 被 建立 起 来 了 , 那 示 ,又 怎么 说 明 在 
物质 世界 中 应 该 只 有 一 种 是 正确 的 了 昵 ( 或 者 说 得 下 确切 些 , 怎 么 说 
明 其 中 一 种 应 该 比 另 一 种 更 好 地 反映 了 延伸 仁 呢 )? 这 个 问题 的 
提出 ， 直接 地 就 引咎 在 本 文 开头 谈 过 的 作为 物理 学 的 几何 学 和 作 
为 数学 的 几何 学 的 那 种 区 别 ， 

事实 上 ,如 果 当 作 现 实 志 界 的 古 伸 性 的 知识 来 选取 几何 学 , 测 
数学 自然 可 以 向 几何 学 建议 各 种 各 样 方案 的 选择 (科学 的 进一步 
的 发 展 对 罗 巴 兆 夫 斯 基 的 非 欧 几 里 得 几何 学 作 了 别 的 一 些 更 进 一 
步 的 推广 )。 如 何在 这 些 方案 中 作 最 好 的 选择 ,必须 通过 物理 实验 
来 解决 ,在 这 意义 下 几何 学 变 成 了 物理 学 真正 的 一 部 分 ， 然 而 ,在 
只 存在 单独 一 个 欧 几 里 得 几何 时 ， 那 自然 会 认为 它 是 自然 看 所 绝 
对 必须 的 了 .如 果 这 种 看 法 不 克服 。 则 在 鞠 理学 中 的 如 像 相对 论 
的 发 现 那样 巨大 的 进步 ,就 变 成 不 可 能 的 了 . 

其 次 ,明白 地 ,即使 认为 我 们 的 直觉 观念 给 我 们 的 是 完全 确定 
的 指示 ， 它 还 是 不 能 同时 对 应 于 彼此 有 实质 区 别 的 所 有 几何 学 ， 
所 以 我 们 只 好 保留 一 条 出 路 ， 在 作为 数学 的 几何 学 的 领域 内 、 有 
可 能 更 完全 闻 利 用 命题 的 逻辑 关系 ， 而 且 在 其 上 面 问 定 履 开 几何 
系统 的 基础 。 这 说 朋 , 我 们 机 过 渡 到 上 面 描述 过 的 公理 法 的 观点 ， 
让 我 们 来 指出 ,在 历史 上 为 了 实现 这 个 目的 ,在 经 历 过 的 途径 上 曾 
有 哪 一 些 最 重要 的 标志 . 
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希 尔 伯 特 的 前 驱 者 


在 几何 学 公理 蕉 结构 的 领域 里 ， 第 一 个 巨大 的 成 就 是 帕 士 的 
研究 “新 几何 学 讲义 ”{CPasch, Vorlesungen iiber neucre Geometrie, 
1882)。 柏 二 认为 ,几何 学 的 基本 的 命题 应 该 从 实验 得 来 ,但 是 几 
何 系 统 的 进一步 的 展开 应 该 循 着 纯 逻 辑 推断 的 途径 进行 .为 了 实 
现 这 个 观念 ， 相 十 首先 列举 了 有 下 列 特 性 的 12 条 公理 {它们 相当 
于 希 尔 伯 特 的 第 一 组 和 第 二 组 公理 ). 其 中 最 先 的 是 关 于 反对 直 
钱 和 平面 的 从 属 公 理 ， 只 是 柏 二 实地 讨论 的 不 是 直线 ， 而 只 基线 
眉 , 不 是 平面 ,而 只 是 平面 的 有 界 的 片断 。 他 提出 的 理由 是 ， 无界 
的 直线 和 平面 我 们 不 能 从 经 验 上 得 到 ,但 是 他 没有 看 到 ,数学 窟 义 
下 的 有 界 的 线 眉 我 们 也 不 能 信 经 验 中 得 到 ,也 同 冬 是 抽 象 的 结果 . 

上 面谈 到 的 公理 断定 ,在 两 个 点 之 闻 总 有 而 且 上 内 有 一 个 线段 ， 
道 过 每 三 个 点 总 有 一 个 “平面 片 ”， 如 果 绩 芯 的 商 个 点 处 在 绍 定 的 
“平面 片 上 。， 则 这 线段 的 全 部 点 就 在 包含 给 定 的 “平面 片 * 的 一 个 
“平面 片上 ,等 等 , 

这 里 所 亩 " 钱 锅 "和 "平面 片 "都 是 指 的 点 集合 ， 这 些 集 合 是 怎 
样 的 而 且 所 亩 点 又 应 该 如 何 理解 一 一 在 数学 上 是 不 定义 而 且 也 不 
需要 定义 的 。 就 这 一 点 说 ,我 们 应 该 知道 的 是 ,公理 中 所 提 到 的 一 
切 , 正 好 是 在 作 几 何 学 的 公理 法 结构 时 所 必须 的 ， 

煌 士 的 从 属 公 理 ( 幅 十 自己 并 没有 和 诅 以 后 希 尔 伯 特 所 若 的 那 
样 ， 把 它们 分 在 特殊 的 一 组 里 ) 有 一 缺点 : 由 于 讨论 直线 忠和 平 
面 片 来 代替 直线 和 平西 本身， 以 致 显得 非常 复杂 .在 其 他 方面 它 
们 是 选择 得 非常 确 当 的 ,而 且 希 尔 值 特 在 消除 了 上 述 缺 点 以 后 , 非 
” 常 接近 地 把 它们 转载 在 他 的 第 一 组 公 还 中 . 

在 柏 士 的 最 先 12 条 公理 中 氛 着 还 列 人 了 那样 一 些 公理 ， 它 们 
1) 在 这 篇 简短 的 弹 论 性 的 文章 里 , 我 们 不 得 不 像 和 忽略 许多 其 他 的 因 束 一 样 ， 怨 略 
了 在 几何 基础 藻 园 里 的 与 李 (Lie) 和 克 莱 因 (Klein》 的 必 宇 相 详 系 的 解析 方 
面 的 历史 ,在 B, 中 ， 卡 网 的 书 < 几何 基础 > 第 二 产 “几何 基础 学 说 发 展 的 历史 


概述 "里 可 以 看 到 这 方面 问题 的 报 好 的 氢 述 。 该 书 第 一 卷 许 述 才 何 学 根据 的 最 
初 的 本 源 ; 在 某 种 程度 上 那 易 把 解析 的 和 综合 的 方面 结合 站 来 的 。 
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后 来 被 希 尔 伯 特 列 举 在 第 二 组 公理 中 而 且 把 它们 叫 伍 顺序 公理 ， 
这 些 公理 的 表述 是 由 二 的 最 大 的 功绩 ， 实 际 上 ， 我 们 不 难 设想 点 
在 直线 上 的 分 布 : 而 县 直觉 地 我 们 十 分 请 还 .例如 ,如 果 C 在 4 和 
也 之 闻 而 且 B 在 4 和 CC 之 闻 ， 则 8B 站 4 和 DD 之 间 , 但 是 在 作 几 何 
的 公理 法 结构 时 ,直觉 竹 不 应 该 在 证 明 中 引用 ,而 县 所有 这 种 使 题 
必须 逻辑 期 从 其 中 采用 为 基本 的 一 坚 命题 推 得 ， 帆 十 实地 做 到 了 
挑 寺 这 样 一 些 基 本 的 命题 而 且 把 它们 提出 作为 公理 这 一 步 ， 在 那 
些 公 理 中 就 有 例如 刚才 写 出 过 的 命题 和 一 些 同样 性 质 的 命题 ; 特 
. 击 的 是 关于 不 在 一 条 直线 上 而 在 平面 上 的 点 的 位 置 这 一 个 特别 重 
要 的 公 埋 ;现在 它 就 被 叫做 帕 士 公理 (在 着 尔 伯 特 的 公理 系统 里 这 
是 公理 聘 ). ” 

然而 柏 士 过 分 夸大 了 为 建立 点 的 顺序 所 需要 的 公理 的 个 数 ; 
希 尔 伯 特 的 第 二 组 公理 在 数量 上 要 少 得 多 了 .当然 ， 所 以 能 达到 
这 一 点 还 在 于 , .为 了 建立 直线 上 点 的 顺序 引信 了 平面 的 顺序 公理 
《 锁 士 公理 ); 而 直线 上 点 的 版 序 希 尔 伯 特 也 未 能 独立 地 建立 起 来 . 

在 提出 的 12 条 公理 以 外 , 帕 十 还 给 出 了 关于 图 形 的 合同 概念 
的 10 条 公理 (这 相当 于 项 尔 伯 特 的 第 三 组 公理 )。 这 些 公理 与 为 
了 引 南 爹 部 合同 性 质 所 必须 的 极 小 个 数 公 理 相 比 是 太 多 了 ， 再 
有 , 隔 基 米 德 ' CArcbimedes) 公理 也 包括 在 这 些 公理 之 内 (在 希 尔 
伯 特 的 公理 系统 里 它 是 属于 第 五 组 的 ). 

忘 的 说 采 ， 帕 十 非常 接近 于 达到 了 足以 展开 几何 学 的 公理 系 
统 . 最 然 , 他 的 主要 目的 却 是 另外 一 个 ， 经 过 理想 元 素 的 引 人 , 把 
度量 斤 何 包括 在 射影 几何 之 中 从 这 个 观点 看 来 ， 他 的 研究 在 今 
天 也 偿 是 有 用 的 ， 
以 后 ,意大利 的 学 者 们 ~ 一 G. 丕 阿 诺 (G. Peano) 和 他 的 学 生 
-位 ~ 一 对 几何 基础 提 供 了 一 系列 的 工作 ， G， 丕 阿 庶 自 己 的 研究 
“逻辑 邯 孝 述 的 几何 基础 ” {Principii di geometria .logicamente esp- 
osti，1889) 讲述 了 比较 获 蹇 的 课题 ， 丕 阿 诺 给 出 的 只 相当 于 银 尔 
伯 特 的 第 一 和 第 二 组 公理 , 即 关联 公理 和 有 顺序 公理 ， 

然而 在 这 个 有 限制 的 范围 里 ，G， 丕 阿 详实 地 在 儿 述 方面 过 


和 


到 了 逻辑 的 精炼 。 继 续 营 SG. 不 阿 诺 工作 的 他 的 学 生 们 。 主 要 限 
制 在 射影 几何 的 公理 落 上 .所 以 我 们 只 提出 与 我 们 的 题 因 直接 有 
关 的 M， 府 爱 里 (LM. Pieri) 的 一 个 研究 “作为 演绎 系统 的 初等 几 
何 学 *”(Dela geometria elementare come gistema ipotetico deduttivo, 
1899). 在 那里 M， 庇 爱 里 独创 地 提出 了 欧 几 里 得 几何 的 公 到 系 
统 的 建立 . 

M. 论 爱 里 似乎 想 引 出 极 小 个 数 的 基本 概念 一 一 即 那 些 不 直 
接 定义 而 引用 的 和 被 整个 公理 系统 所 间接 定义 的 恋 念 . 这 些 搂 念 
在 M. 庇 爱 里 只 有 两 个 : “点 ”和 “运动 ”>，M. 庇 爱 里 的 一 个 公理 
(公理 IV) 断定 ,每 一 个 运动 是 点 集合 到 自身 的 一 一 映射 但 是 这 
还 不 是 运动 的 完备 的 定义 ， 因 为 其 人 的 公理 还 把 补充 性 的 限制 加 
在 这 个 概念 上 ， 例 如 ,公理 VII 断定 ,如 果 a, 5,c， 是 不 同 的 点 ， 
而 且 至 少 有 一 个 运动 (并 非 恒 同 变换 ) 使 它们 保留 不 动 ， 则 把 s 和 
5 保留 在 原 位 的 每 一 个 运动 ,也 把 。 保留 在 原 位 。 这 样 一 来 ,就 不 
是 点 到 点 的 每 一 个 一 一 时 射 都 是 运动 了 . 

具有 在 公示 YIH 里 所 说 的 性 质 的 点 a, 6, 叫做 共 钱 的 ， 由 
-此 出发 , M. 庇 爱 里 给 出 直线 的 定义 ,在 这 以 后 还 给 田 平 面 的 定义 . 
那 就 是 说 ,平面 是 指 由 下 列 方式 得 到 的 点 的 集合 . 取 不 在 一 条 直线 
上 的 三 个 点 a, 5 ce， 而 有 卫 例 如 把 a 与 直线 5¢ 的 点 用 直线 连结 起 
来 .这些 直线 上 的 点 按 定 义 组 成 一 个 平面 ,在 以 后 的 公理 中 还 刻 . 
画 了 直线 和 平面 的 概念 。 然 后 给 出 “ 介 于 ”* 概念 的 极其 人 为 的 定 
广 ， 而 且 以 后 还 在 公理 上 描述 这 个 邦 念 . 球面 用 这 样 的 点 集合 来 : 
定义 它 从 一 个 点 经 过 保留 男 一 个 点 在 原 位 的 所 有 运动 而 得 到 . 

M. 座 爱 里 的 公理 系统 的 缺点 在 于 以 下 的 几 方 面 ， 由 于 M. 访 
爱 里 想 达 到 基本 概念 的 极 小 个 铬 ,为 了 这 各 形式 上 的 简单 ,他 在 实 
质 上 却 把 公理 系统 弄 得 非常 复杂 .他 的 公理 很 多 都 是 宛 长 的 . 例 
如 公理 XIV: “如 果 4a,5 和 < 是 不 在 一 条 直线 上 的 点 ,而 且 4 和 <。 
都 是 平面 azbr 上 与 < 不 同 的 点 ， 它 们 又 都 属于 以 点 志和 上 为 中 心 


* 在 六 中 有 时 评 成 "在 … 之 间 ? 一 一 译 者 注 ， 
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而 且 通 过 点 “ 的 两 个 球面 , 则 这 两 个 点 和。 重合 *， 如 果 想 把 这 
个 公理 的 叙述 化 成 只 是 关于 基本 概念 “点 ”和 “运动 "的 叙述 ， 当 我 
们 考虑 到 平面 概念 和 球面 概念 者 有 其 通过 基本 概念 的 直接 定义 
时 ， 我 们 就 会 知道 ， 得 到 的 叙述 将 是 何等 难以 形容 的 复杂 ， 由 于 
过 分 减少 基本 铂 念 的 个 数 ，M. 庇 爱 里 还 不 得 不 运用 人 为 的 定义 
来 引 人 被 抛弃 了 的 基本 概念 ("直线 ”,“ 平 面 *,“ 介 于 ”). 其 后 果 是 ， 
不 能 按照 各 别 的 基本 概念 的 作用 范围 来 揭示 公理 系统 的 自然 的 逻 
辑 划 分 ,以 致 把 逻辑 关系 弄 得 杂乱 无 章 ,而 公理 系统 也 就 共有 了 极 
为 笨重 的 形态 . 


项 尔 伯 特 的 公理 系统 (公理 组 1 一 JV) 


与 M. 庇 爱 里 的 工作 同时 , 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 也 在 1899 年 
刊行 了 第 一 版 。 现在 釉 译 的 是 1930 年 的 德 文 第 七 版 。 在 这 样 一 
让 不 短 的 时 间 以 内 。 希 尔 伯 转 在 其 公理 系统 里 作 了 一 系列 的 修正 
和 精炼 。 然 面 在 本 质 上 并 未 作 任 何 改 变 。 我 们 在 这 里 将 要 就 其 最 
近 的 形式 来 谈 一 个 他 的 公理 系统 ， 顺 便 指 出 从 第 一 版 的 时 候 起 有 
了 些 什么 改变 ， 

下 面 将 要 提出 希 尔 伯 特 的 主要 功绩 ， 这 是 他 的 著作 被 我 们 看 
作 经 典 作 品 的 原因 . 希 尔 伯 特 成 功 地 建立 了 几何 学 的 公理 系统 ， 
如 此 自然 地 划分 公理 ， 使 得 几何 学 的 逻辑 结构 变 得 非常 清楚 ， 公 
理 系 绕 的 这 种 划分 ， 首 先 就 能 够 最 单纯 而 又 简明 地 写 出 公理 ， 其 
.次 ,即使 作为 基础 的 不 是 整个 公理 系统 ,而 是 按照 自然 方式 划分 公 
理 系统 而 成 的 其 些 组 公理 ， 依 然 能 够 研究 几何 学 究 况 可 以 展开 到 
多 远 ， 四 来 说 明 各 别 的 公理 组 的 作用 的 这 种 逻辑 的 分 析 ， 是 希 尔 
伯 特 在 一 系列 有 弟 的 研究 里 所 实际 进行 的 ， 这 些 研究 在 实质 上 也 
就 是 他 的 书 的 很 大 一 部 分 内 容 。 . 

此 外 ， 希 尔 伯 转 的 工作 激 起 了 同一 方面 的 一 整 系列 的 进一步 
的 研究 ;其 中 有 一 些 是 他 在 附录 里 所 论述 的 . 

现在 ， 让 我 们 米 探 究 一 下 在 第 一 章 里 所 氢 述 的 希 尔 伯 特 的 公 
理 系 统 。 
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在 希 尔 信 特 的 系统 里 讨论 了 三 种 对 象 ;:“ 点 "、“ 直 线 ” 和 “ 平 
面 ”, 以 及 对 象 之 闻 的 三 种 关系 ,它们 用 话 来 说 是 ，“ 属 于”,“ 介 于 ” 
和 "合同 于 "。 这 些 就 是 基本 的 概念 ， 而 且 严 格 说 来 ， 在 希 尔 伯 特 
系统 里 研究 的 只 是 所 说 的 对 象 和 它们 之 间 的 所 说 的 关系 。 所 有 
其 余 的 枝 念 都 可 以 在 列举 的 六 个 基本 概念 的 基础 上 给 以 直接 的 定 
尺 。 

然而 这 些 基本 概念 是 些 什 么 呢 ? 我 们 已 经 说 过 ， 作 为 数学 的 
几何 学 所 关心 的 只 是 上 几何 命题 如 何 纯 避 辑 地 从 其 中 有 限制 的 几 个 
来 推 得 。 这 些 特 别 挑 出 的 命题 就 是 所 请 公理 . 而 如 果 从 公理 推 得 
的 结论 完全 是 按照 形式 逻辑 的 法 则 作出 的 , 则 只 要 认为 公理 成 立 ， 
所 亩 对 象 (“点 ”,“ 直 线 *,“ 平 面 ") 和 这 些 对 象 的 所 请 关 系 (“属于 ”， 
“ 介 于 ”，“ 合 同 于 ”) 究 竟 指 的 是 什么 就 完全 不 起 作用 了 。 素 实 上 ， 
形式 洲 辑 之 所 以 被 叫做 “形式 的 "， 正 是 因为 它 的 结论 就 形式 说 是 
正确 的 不管 我 们 所 讨论 的 对 象 在 实质 上 指 的 是 什么 ， 所 以 在 几 
何 的 公理 法 结构 下 ,不 论 我 们 如 何 地 来 理解 “点 ”,“ 直 线 ”," 点 属于 
直线 "等 等 ,只 要 我 们 在 作证 明 时 所 运用 的 公理 是 正确 的 ， 则 严密 
逻辑 地 证 明了 的 定理 也 是 正确 的 ， 特 别 地 ， 可 以 不 必 与 通常 直觉 
观念 下 的 点 ,直线 等 等 发 生 任何 关系 . 

总 之 ,所 谓 点 ”,“ 直 级 ”,“ 平 面 " 和 和 所谓“ 属于 *”，“* 介 于”，、“ 合 
同 于 ” 诸 美 系 ;我们 指 的 是 只 知道 它们 满足 诸 公理 的 一 些 对 象 和 关 
条。 因此 、 对 于 这 些 对 象 和 关系 没有 给 出 直接 的 定义 ; 但 是 可 以 
说 ,公理 系 绕 间 接地 把 它们 作为 整体 而 规定 了 ， 

第 一 组 公理 (第 1 页 ) 包含 8 条 公理 .在 其 中 列举 了 在 建立 几 
何 学 时 我 们 所 必须 知道 的 关于 “点 属于 直线 ”和 “点 属于 平面 “这 两 
个 关系 的 一 切 ， 完 全 不 妨 把 这 些 字句 设想 为 串 在 一 条 长 四 上 的 小 
球鞋 等 ， 一 般 说 及 也 不 妨 赋 予 这 些 字句 以 任何 确定 的 意义 。 只 是 
必须 知道 ,如 果 给 了 两 个 不 同 的 点 , 则 就 存在 着 一 条 而 且 只 一 条 直 
线 , 属 于 每 一 个 点 (公理 了 和 二) 等 等 。 这 样 一 来 ,在 点 和 直线 。 点 
和 平面 之 间 可 能 存在 而 且 被 我 们 用 术语 “属于 ”来 表达 的 一 些 关 
系 ,所 受 的 限制 只 是 第 一 组 的 8 条 公理 对 于 它们 说 应 该 成 立 ,而 与 
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让 些 关 系 相 记性 的 任何 别 的 概念 ,至 少 在 儿 和 河 学 的 公理 结构 下 , 承 
则 上 是 多 余 的 . 

.在 这 个 效 义 下 我 们 可 以 说 ， 第 一 组 公理 是 概念 “属于 “的 亲 狠 
的 定义 。 和希 尔 信 特 在 以 后 利用 的 是 通常 的 术语 “在 … 上 >”,“ 通 过 ，” 
秒 等 。 当 然 ,在 这 里 并 无 任何 新 的 概念 ,只 是 改变 了 原来 的 概念 的 
说 法 而 已 。 

总 之 ,在 第 一 组 公理 里 规定 了 景 基本 的 概念 “属于 .在 以 后 
的 各 组 公理 的 条 文中 这 个 宏 念 就 被 假定 为 已 经 确立 的 了 ， 因 为 它 
们 确实 出 现在 那些 条 文 里 ， 

在 第 二 组 公理 (第 3 页 ) 里 谈 到 的 是 这 样 一 个 关系 ， 它 发 生 在 
.属于 同一 条 直线 的 一 个 点 和 另外 两 个 点 上 .这 个 关系 我 们 使 用 “ 介 
于 "这 个 记 . 在 几何 学 的 逻辑 谨 开 下 对 于 概念 “ 介 于 ”所 要 求 的 一 
切 , 都 无 进 温 地 列举 在 第 二 组 的 4 条 公理 中 ， 革 此 ,关于 直线 上 一 
个 点 在 另外 柄 个 点 之 间 的 直觉 观念 岂 就 不 会 造成 几何 学 展开 中 的 
性 条 无 原则 性 的 损害 了 了 ,在 这 一 组 里 占有 最 重要 的 地 位 的 是 由 士 
公理 (IT)， 它 为 组 成 三 角形 (因而 也 就 不 能 放 在 一 条 直线 上 ) 的 线 
暇 规定 了 “* 介 于 "概念 的 性 质 。 其 余 三 条 公理 率 涉 到 的 只 是 共 线 的 
点 ， 按 其 内 容 来 说 是 较为 简单 的 。 单 是 这 三 条 公理 即使 为 分 布 在 
一 条 直线 上 的 点 规定 “ 介 于 ”关系 是 不 够 的 .为 了 这 个 目的 ， 只 有 
在 引用 了 帕 士 公理 也 就 是 引用 了 平面 结构 以 后 ， 它 们 才 变 成 充分 
的 . 

不 妨 指 出 ,与 希 尔 伯 特 著作 的 第 一 版 相 比 ,这 组 公理 大 大 地 简 
化 了 ,在 第 一 版 里 有 如 下 的 一 些 多 条 的 要 求 ， 在 两 个 已 知 点 之 间 
总 有 第 三 个 点 (现在 是 定理 3): 在 直线 上 的 三 个 已 知 点 中 至 少 有 
一 个 点 在 另外 两 个 点 之 间 ( 现 在 是 定理 4; 只 是 还 保留 不 多 于 一 个 
点 的 要 求 , 那 就 是 公理 芽 ); 直线 上 的 四 个 点 总 可 以 这 样 编号 , 使 
得 在 每 三 个 点 中 ， 有 中 闻 号 码 的 点 在 男 外 两 个 点 之 闻 (定理 5)， 
在 这 里 面 景 大 的 简化 是 证 明 最 后 一 个 命题 ， 因 而 有 抬 它 从 公理 中 
删 去 的 可 能 . 这 是 英 尔 《Moore) 在 1902 年 所 做 到 的 ， 

在 由 第 二 组 公理 所 规定 的 “ 介 于 "概念 的 基础 上 已 经 可 以 用 
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宜 接 的 定义 来 吉 出 一 些 概念 一 -- 线 疏 , 射 线 ( 半 直 线 ), 角 和 它 的 内 
部 (在 节 中 角 是 在 第 三 组 公理 之 后 引出 的 ,虽然 它 的 自然 位 置 是 在 
第 二 组 之 后 )， 

在 谈 到 第 三 组 公理 (第 8 页 ) 了 时 ,我 们 要 指出 的 是 ,在 它们 的 笨 
文中 书 经 包括 了 “ 介 于 ”概念 ,因为 在 其 中 提 到 了 线段 和 角 , 而 线段 
和 角 的 定义 已 包 食 了 “ 介 于 概念， 因此 ,“ 属 于 ”和 "“ 介 于 * 卫 个 关 
系 必 须 假 定 为 巴 经 确立 的 了 ， ， 

第 三 给 公理 的 目的 在 于 写 出 合同 关系 的 这 样 一 些 性 质 ， 它 们 
于 中 以纯 膛 辑 地 推导 出 牵涉 台 间 关系 的 全 部 定理 ， 因 此， 我 们 认 
为 ， 一 个 线 毁 或 者 角 可 以 与 另 一 个 线 毁 或 者 角 处 在 一 种 确定 的 关 
系 由 ,这 种 关系 就 是 我 们 用 “合同 ”这 个 词 来 表示 的 ,而 且 只 知道 它 
服从 于 第 三 组 公理 ， 

根据 这 个 观点 ,即使 是 非常 “显然 的 "性质 (例如 每 一 个 线 席 合 
则 于 它 自 己 ; 如 果 第 一 个 角 合 同 于 第 二 个 , 则 第 二 个 也 合同 于 第 -- 
个 ,等 等 ), 当 它们 还 没有 在 公理 的 基础 上 用 纯 有 逻辑 的 方法 证 朋 时 ， 
我 们 就 没有 权利 抬 它们 加 于 合同 概念 上 ,顺便 提 一 下 ,在 括号 里 所 
提出 的 第 二 个 论 呈 很 晚 才 被 证 明 , 它 们 只 有 从 定理 19 才 能 得 出 ， 
在 那 以 前 就 不 能 认为 Za 三 <P 和 ZL8 三 La 表示 同一 个 事实 . 

、” 第 三 级 前 三 条 公理 是 关于 线段 的 合 闻 的 ， 第 四 个 是 关于 角 的 
合同 的 ;起 特别 重 讲 作用 的 是 第 五 个 公理 , 它 是 唯一 的 确定 线 眉 的 
合同 和 角 的 合同 之 闻 关 系 的 公理 ， 

. 在 第 一 版 失 合 同 公理 被 写 得 过 分 强 了 。 其 中 的 一 些 后 来 可 以 
用 其 余 的 公理 来 证 明 。 那 就 是 以 下 的 斤 个 论断 : 从 已 知 点 活着 已 
知 射线 蕉 取 的 与 已 知 线 毁 合同 的 线 疏 。 不 能 多 于 一 个 《 即 在 公理 
1 时 ， 旱 先 要 求 的 不 公 是 点 B' 的 存在 性 ， 而 且 是 它 的 叭 一 狂 ); 
每 一 个 线 脆 部 合 阅 于 它 自己 ;合同 于 第 三 个 角 的 两 个 角 彼此 合同 ， 
这 里 最 大 的 简化 基 从 公理 中 出 掉 最 后 一 个 论 九 《现在 是 定理 19)， 
证 明 这 个 论断 的 可 能 性 是 由 罗 森 庶 尔 【Rosenthal] 所 发 现 的 。 

第 四 组 公理 只 包含 唯一 的 一 个 平行 公理 。 添 上 这 从 盘 以 后 就 
使 我 们 的 几何 成 为 欧 几 最 得 几何 了 ;相反 地 ,否定 这 个 公理 就 将 引 
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向 罗 巴 稳 夫 斯 基 几 何 ， 


时 


连续 公理 和 非 阿 基 米 德 几何 


公理 表 最 后 的 第 五 组 公理 【连续 公理 ) 占有 非常 独特 的 地 位 . 
第 一 版 里 在 这 组 中 只 有 叫做 阿 基 米 德 公理 的 一 个 公理 员 (* 抬 足 . 
够 多 个 与 已 知 线段 合同 的 线段 接 起 来 ， 总 可 以 超过 任意 预先 给 定 
的 线段 *)， . 

着 尔 伯 特 在 开始 时 没有 注意 到 ， 对 于 通常 意义 下 的 欧 几 里 得 
几何 的 结构 而 言 ， 这 些 公理 是 不 充分 的 。 这 一 点 可 以 被 认为 有 些 
奇怪 。 实 际 上 , 侵 如 让 我 们 用 笛 卡 儿 〔《Descartes) 直角 坐标 系 x， 
y,x 表 出 通常 的 欧 几 里 得 空间 ， 并 且 在 其 中 只 留 下 三 个 坐标 *， 7 
和 = 都 是 代数 数 的 点 而 剔除 所 有 其 祭 的 点 。 不 难 验证 的 是 ,在 这 
种 "多 孔 的 "空间 中 , 希 尔 伯 特 的 全 部 公理 仍然 有 效 ,然而 这 个 空间 


”着 是 不 完备 的 ， 


公理 系统 中 的 这 个 缺陷 由 一 些 学 者 [ 斋 加 来 (Poincaré), 1902] 
向 着 尔 伯 特 指 出 ， 以 后 在 4 几何 基础 的 第 二 版 里 就 又 引进 一 个 公 
理 ; 完备 公理 V， (在 最 庆 一 版 里 ， 它 以 较为 简化 的 形式 作为 直线 
完备 公理 而 提出 )， 

在 第 一 版 中 缺少 完备 公理 这 种 看 来 是 奇怪 的 现象 ， 假 如 整个 
地 知道 了 本 书 的 内 容 ,就 会 发 现 其 很 源 。 事 实 是 ,着 尔 伯 特 这 本 书 
的 中 心思 想 ， 按 其 实质 是 与 连续 公理 无 关 地 来 展开 几何 学 的 ， 所 
以 缺少 完备 公理 并 不 在 证 明 中 造成 实质 上 的 错误 或 者 缺陷 ; 这 个 
公理 在 引进 了 以 启 ,只 是 一 个 空 架子 ,在 叙述 中 始终 没有 被 用 到 . 

完备 公理 的 斤 述 是 极其 人 为 的 ,而且 立刻 就 显示 出 它 的 目的 
一 一 使 公理 系统 在 形式 上 有 了 结束 ， 对 于 上 面 说 过 当 只 限于 前 面 
一 些 公理 时 在 空间 中 可 能 出 现 的 “ 滑 油 "就 可 以 弥补 起 来 了 ， 也 就 
是 作 了 这 样 的 假定 ， 点 、 直 线 和 平面 的 集合 ,不 能 再 添加 新 的 元 
素 , 使 得 在 扩大 了 的 集合 中 ,全 部 前 面 的 公理 依然 都 成 立 ， 而 且 使 
得 属于 ， 介 于 "合同 于 " 诸 关 系 在 用 到 旧 的 对 象 上 时 还 保持 原 
来 的 意义 ， 


时 和 


这 公理 的 表述 在 最 后 一 版 中 有 些 精 简 ( 直线 完备 公理 )， 但 是 
其 基本 的 观点 依 热 相同 。 明 显 地 ,这 观点 粗略 说 来 就 是 ,禁止 讨论 
不 完备 的 空间 , 即 被 吻 除 了 一 -部 分 的 点 直线 和 有 平面 的 空间 。 而 且 
需要 消除 的 正 是 这 种 可 能 柱 . 
”我 们 已 经 提起 过 ， 连 续 公理 在 希 尔 伯 特 的 公理 系 绕 中 占有 完 
全 独特 的 地 位 ; 它们 好 象 不 是 病 系 ， 本 书 作者 认为 没有 它们 也 无 
所 请 : 可 以 完全 没有 完备 公理 ， 也 可 以 在 大 部 分 地 方 没有 阿 基 米 
德 公理 。 在 这 里 我 们 应 该 顺便 讨论 一 下 这 种 现象 的 极为 深刻 的 厌 
因 . 

如 果 限 于 公理 I-I， 则 希 尔 伯 特 公理 系统 的 始 本 质 的 现象 
是 实际 上 没有 无 旁 集 合 的 狐 念 .固然 ,著者 常常 给 出 这 样 的 叙述 ， 
使 和 人 很 自然 地 会 在 集 人 台 论 音义 下 来 理解 它们 ; 例如 ,正文 的 开头 。 
“设想 有 三 组 不 局 的 对 象 ……。 自 然 可 以 理解 成 被 讨论 的 是 某 三 
个 集合 ， 然 而 这 种 叙述 实质 上 是 属于 宣言 性 的 ， 实 际 的 叙述 中 是 
避 开 它们 的 。 事 实 上 。 让 我 们 以 这 个 观点 进一步 来 看 一 下 叙述 的 
特点 首先， 很 重要 的 是 ， 希 尔 伯 特 各 免 把 直线 和 平面 青 解 成 由 
无 限 多 个 点 组 成 ， 而 把 直线 和 平面 作为 独立 的 基本 禾 念 引入 。 在 
这 种 情况 下 ,在 任何 公理 的 表述 中 和 在 性 何 初等 几何 定理 的 证 明 
中 ,牵涉 到 的 显然 只 是 有 限 个 点 (直线 和 平面 也 一 样 ) ,而 无 限 集 侣 
的 概念 还 是 不 出 现 的 .特别 说 来 , 警 如 说 直线 上 ,平面 上 、 空 间 中 
的 全 体 点 的 集合 (这 种 集合 必然 会 是 无 限 的 )， 就 没有 任何 必要 去 
加 以 设想 了 ， 在 任何 一 个 公理 里 都 没有 牵涉 到 这 种 集合 而 如 果 
在 一 个 命题 里 斯 定 了 具有 某 种 性 质 的 点 《例如 在 两 个 已 知 点 之 间 
的 点 ) 的 存在 (或 者 不 存在 )， 则 应 该 直接 把 它 理解 成 许可 (或 者 禁 
止 ) 讨论 具有 已 知性 质 的 点 的 意义 。 至 于 具有 已 知人 性 质 的 点 在 其 
中 作为 元 素 而 存在 (或 者 不 存在 ) 的 全 部 点 的 集合 ， 在 这 时 完全 不 . 
- 必 去 设想 ， 

完全 一 样 地 ,在 讨论 直线 被 在 其 上 的 点 0 分 成 两 条 六 直线 时 ， 
并 不 必须 说 到 直线 上 全 体 点 ( 除 淖 0) 的 集 人 台 被 分 成 了 两 部 分 . 实 
关上 庶 到 的 是 ,在 我 们 的 论证 过 程 中 是 在 作 直 线 上 的 点 ,对 于 其 中 
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的 每 两 个 点 4 ,有 我们 可 以 说 ,它们 是 否 处 在 由 决定 的 不 同 的 半 
' 直 线 上 { 那 时 0 在 4，B 之 间 ), 还 是 处 在 天 一 条 灶 直 线 上 ( 那 时 品 
.不 在 4 和 B 之 间 ). 换 外话 说 ,无论 我 们 多 久 地 继续 我 们 的 论证 ， 

分 成 两 类 的 工作 是 对 论证 中 实际 提 到 的 全 部 点 而 作 的 ; 而 且 对 于 
:我 们 说 这 就 已 经 够 了 ， 然 而 这 种 点 永远 只 有 有 限 个 ， 以 致 直线 上 
,全体 点 的 无 限 集合 的 概念 依然 还 是 多 宗 的 . 

. ”用 相仿 的 方法 一 步 一 步 地 考察 全 部 的 朱 述 ,我 们 可 以 断定 ,在 
.实质 上 到 处 谈 到 的 是 有 限 次 的 构造 步 又 ， 构 造 法 则 是 由 公理 给 出 
的 .因而 在 实质 上 并 不 追 鸽 我们 引用 集合 论 的 概念 

要 提请 注意 的 是 ,以 上 的 手 述 邦 是 对 公理 I 一 IV 和 从 这 些 公 

理 得 来 的 那 一 部 分 儿 何 而 畜 的 。 过 续 公理 站 是 完全 不 同 的 一 回 
, 事 ,， 在 连续 公理 和 前 面 的 公理 之 阅 刻 着 一 条 袍 淘 ， 连续 公理 在 实 

质 上 要 以 无 限 集合 的 概念 为 前 提 ， 没 有 这 个 概念 就 无 法 表达 连续 

公理 ， 实 奈 上 ,在 连续 公理 的 条 文 里 直接 谈 到 全 部 点 的 集合 (在 直 

完备 公理 中 淡 到 直线 上 的 全 部 点 的 集合 ). 与 公理 组 I 一 IV 相 


.上 芭 , 在 这 里 是 以 集合 论 的 观点 为 基 砸 的. 


即使 是 看 来 似乎 韦 义 较为 请 上 晰 的 珂 基 米 德 公理 ， 也 是 以 无 限 
集合 的 概念 为 前 提 的 。 事 实 上 ,我们 先 取 定 一 个 线 月 44A4 和 男 一 
个 线 恨 8B.8,。 热 后 我 们 在 射线 dd 上 有 顺 次 作出 点 46，A1，4s， 
Lv 使 得 线段 .4,4;， A ,, 4344… :都 合同 于 A404， 我 们 的 
:论断 是 ,在 所 作 的 序列 中 ， 可 以 求 得 点 4,， 使 得 线 眉 如 4。 超过 
‘BoBi, : 
这 样 , 在 每 个 个 别 的 情形 里 我 们 只 需要 有 限 个 点 Ay, 4 ， 
4,. 然而 当 我 们 把 公理 写成 普遍 的 形状 时 , 我 们 就 应 该 包括 了 所 
有 可 能 的 祖 形 ， 以 致 在 其 中 就 将 过 到 有 任 瘟 大 的 号 码 # 的 情形 ， 
， ”因此 ,在 公理 的 普遍 表述 中 ,我 们 不 能 只 考 臣 序列 4,,4,, 4,， 
4 的 一 部 分 ,而 必须 整个 地 取 这 个 无 限 的 集合 ,并 且 断 定 ， 在 
这 集合 中 有 着 具有 所 机 性 质 A464 > BB 的 点 4,， 这 样 一 来 , 假 
如 没有 无 限 序列 的 概念 ,我 们 就 不 能 表述 阿 基 米 德 公理 了 ， 

会 发 生 这 样 的 间 题 ， 主 要 是 在 怎样 的 意义 下 , 才 使 公理 1--Iy 
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与 公理 Y 相 反 , 而 不 需要 集合 论 的 概念 ? 

在 公理 TV 的 基础 上 展开 几何 学 时 ,我 们 可 以 根据 的 是 形 
式 逻 辑 的 法 则 ,这 只 能 把 它们 应 用 于 证 明 中 实地 讨论 到 的 构造 ,这 
些 构造 总 是 有 限 的 ,而 且 完全 可 以 观察 到 的 ， 就 因为 这 个 缘故 ,全 
部 论证 才 具 吉 十 分 清晰 的 特点 以致 在 这 里 就 不 会 发 生 任何 微小 
的 不 明确 性 ， 

相反 地 ， 在 应 用 公理 立时 ， 我 们 实质 上 不 能 不 孝 韦 到 无 穷 集 
合 ， 市 这 就 已 经 会 带 入 原则 性 的 不 明确 性 了 ， 我 们 送 望 给 几何 学 
以 根据 ,然而 却 是 在 集合 论 的 基础 之 上 ,而 且 正 象 每 一 各 数学 理论 
一 样 ， 集 合 论 衣 身 也 必须 有 其 根据 ， 这 样 就 产生 了 推广 研究 范围 
的 必要 性 ;以 致 在 任何 情况 下 ,有限 次 构造 所 独 有 的 那 种 完全 的 清 
晰 性 现在 便 消 失 了 . 

我 们 不 想 更 深入 地 讨论 这 些 问题 了 。 只 是 以 上 的 叙述 巴 经 说 
明了 在 几何 学 的 基础 上 引入 连续 公理 Y, 和 V, 所 引起 的 那 种 原则 
性 的 复杂 性 . 

希 东 伯 特 在 几何 学 的 还 辑 分 析 领 瑾 里 的 巨 天 成 就 ， 恰 恪 就 在 ，- 
于 他 上 发 更 了 ， 不 利用 连续 公理 几何 学 在 实质 上 也 有 发 展 的 可 能 
性 。 
没有 连续 公理 的 几何 学 ， 我 们 叫做 非 阿 基 米 德 几何 学 ， 正 象 
我 们 将 在 以 下 的 内 容 概述 里 肯定 的 那样 。 着 尔 伯 畦 的 这 本 书 正 是 
特地 为 它 而 写 的 ?. 


内 容 概 述 . 第 三 和 第 四 章 : 非 阿 基 米 德 的 度量 几何 学 


第 一 章 包含 我 们 已 经 讲 过 的 公理 方法 ， 以 及 一 系列 最 直接 地 
从 公理 得 出 的 定理 读者 必须 注意 到 掌握 这 些 定理 的 证 明 的 全 部 
重要 狂 。 希 尔 伯 特 公理 系 伐 的 公理 是 很 守 易 看 民 甚 至 记 住 的 ， 但 
是 如 果 不 学 会 如 何 实际 运 雨 这些 公理 ， 也 就 是 如 何 根据 这 些 公理 
六 密 肌 辑 地 来 证 明 一 些 定理 ， 那么 对 于 数学 的 发 展 说 这 些 公理 就 “ 


pp 著者 通常 是 在 比较 犹 窑 的 意 兴 下 使 用 * 非 阿 东 洲 禾 几 何 学 ?这 信 名 词 。 那 就 是 指 
不 仅 趟 利用 连 纺 公理 , 逢 且 明 白 说 出 它 不 成 立 的 几何 学 . _ 
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是 毫 无 用 处 的 了 . 
希 尔 伯 特 的 叙述 一 版 又 一 版 地 变 得 更 清楚 和 更 完全 ， 然 而 直 
到 今天 在 其 中 还 有 着 大 量 的 证 明 方面 的 空白 要 读者 自己 去 补 全 。 
这 种 情况 大 大 地 碱 低 了 本 书 的 教学 上 的 价值 .问题 不 仅 在 于 被 省 
去 了 的 证 明 中 有 一 些 是 十 分 困难 的 。 更 重要 的 还 在 于 初学 读者 即 
使 作出 了 了 证明。 也 未 必 能 够 完全 有 把 握 地 型 清楚 他 的 证 明 在 逻辑 
上 是 否 无 可 责难 ， 还 是 在 其 中 某 处 已 经 混 进 了 从 直觉 观念 漠 用 的 
慨 设 .所 以 编者 和 译 老 想 用 附 在 本 蔬 最 后 ‘第 217 一 301 页 ) 的 附 
注 来 补 全 叙述 的 空白 。 结 果 可 以 认为 ， 领 述 的 易于 理解 现在 已 接 
近 于 大 学 教 本 的 水 平 . 
希 尔 伯 特 著作 的 第 二 章 讲授 由 于 公理 方法 而 产生 的 逻辑 问题 
我 们 留 到 后 面 去 谈 它 ,现在 则 从 第 一 章 直 接 过 渡 到 第 三 和 第 四 章 . 
在 第 一 章 里 证 明了 的 那些 基本 定理 (定理 1 一 31), 不 依赖 于 ， 
连续 公理 ， 因 此 是 属 二 非 阿 基 米 德 几何 的 .在 第 三 和 第 四 章 里 情 
形 也 是 如 此 .只 是 与 第 一 章 比较 起 来 ， 在 这 里 问题 要 复杂 得 多 。 
第 三 章 的 目的 在 于 引 人 线 色相 比 的 概念 ， 特 别 在 于 建立 在 非 
隔 基 玉 德 几何 里 的 相似 形 理论 ; 在 第 四 章 里 则 建立 了 非 阿 基 米 六 
的 面积 理论 ， 在 通常 的 叙述 里 这 些 课题 是 通过 在 几何 中 引用 数 而 
解决 的 。 那 就 是 说 ,用 大 家 熟知 的 方式 ,与 每 对 线段 4B,CD 对 应 
的 是 表达 它们 的 比值 实数 ， 把 一 个 各 有， 警 如 48， 分 成 # 个 相 


等 的 部 分 之 后 ,我 们 陆续 加 按 线段 < ， 直 到 获得 超过 CD 的 线段 


才 止 . 设 在 线 肛 和 加 楼 m+ 工 次 时 我 们 首次 得 到 这 样 的 线 正 。 
en 
叫做 比值 5 


让 们 着 到， 这 个 作法 在 实质 上 要 证 阿 站 入 人 在 非 阿 
基 米 德 几何 里 可 能 有 这 样 的 情况 ,无 论 我 们 多 少 次 加 接线 眉 4 ， 
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我 们 总 不 能 够 超过 线段 CD， 因 而 也 就 无 法 决定 数 m 十 1。 还 可 
能 有 这 样 的 情况 ,无 论 我 们 取 怎样 大 的 w， < 仍然 大 于 线段 CD ， 


使 得 m 十 1 永远 等 于 1， 以 致 不 得 不 取 零 作为 比值 “时 ， 尽 管线 
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段 CD 并 未 授 化 成 为 点 ， 

这 祥 一 订 ， 在 非 阿 大米 德 几何 里 我 们 不 能 够 按照 通常 的 方法 
用 数 杂 刻 划 揽 段 的 比值 ， 因 而 我 们 也 就 无 法 在 通常 的 意义 下 来 谈 
到 线段 的 成 比例 ( 比 愤 相等 )， 以 致 相似 形 理 论 变 成 无 内 容 的 了 . 
由 于 面积 比值 的 概念 按 完全 相同 的 原因 失去 了 支柱 ， 面 积 的 测量 
也 成 为 不 可 能 的 了 ,此 外 , 警 如 说 ,由 于 我 们 不 表 有 三 角形 的 底 和 
高 的 数值 表示 {在 通常 的 斤 述 里 ,这 是 底 和 高 那 队 个 线段 与 取 作 长 
让 单 位 的 线 破 之 比值), 三 角形 面积 用 底 和 高 的 科 积 之 六 玉 表 示 的 
式 子 也 失去 了 意义 ， 

希 尔 伯 特 用 非常 有 趣 的 .主要 还 在 于 用 很 自然 的 几何 方法 , 克 
服 了 这 个 困难 ， 介 指出: 在 几何 学 里 不 一 定 要 运用 数 的 概念 ; 只 
有 上 几何 的 方 污 也 可 以 进行 计算 (线段 的 计算 法 )， 这 种 计算 法 给 予 
我 们 与 实数 的 算术 同样 的 方便 . . 

首先 , 在 $ 13 里 这 种 计算 靶 是 以 抽象 的 形式 给 出 的 .考虑 一 
些 对 象 尔 拍 百 把 它们 叫做 复数 系统 的 数 ， 对 这 些 对 象 所 出 
列举 在 公理 中 的 一 些 要 求 。 那 就 是 说 ， 公 理 1 一 12 为 这 些 对 象 确 
立 了 有 车 通 福 质 的 加 靶 和 乘法 运算 (以 及 它们 的 反 和 运算 )。 

这 时 自然 并 不 需要 使 这 种 加 法 和 箭 法 运算 具有 包含 其 种 意义 
的 直觉 性 ， 所谓 加 法 ,简单 好 只 是 一 种 法 则 , 它 使 每 对 对 象 都 有 对 
应 的 一 个 第 三 个 对 象 ; 所 谓 犀 法 也 是 类 似 的 一 种 法 则 ， 以 后 我 们 
关于 这 两 种 运算 记 需 要 知道 的 一 切 ， 都 已 经 列举 在 所 说 的 公理 里 
了 . 

满足 公理 1 一 12 的 对 象 集合 ， 在 近 直 代 狐 里 器 做 域 ， 有 公理 
12 的 域 叫做 可 换 的 ,否则 叫做 不 可 换 的 . 

但 是 我 们 所 要 的 不 仅 是 一 般 的 域 ;我 们 还 需要 这 域 是 有 序 的 ， 


RT 


公理 13 一 16 为 所 讨论 的 对 象 引 出 * 大 于 > 和 "小 于 ”的 关系 ,并 且 指 


出 这 两 个 关系 的 福 质 .。 当然， 在 这 里 对 于 我 们 对 象 的 "大 小 "也 没 
有 假定 了 任何 直觉 的 意义 ， 关 于 “大 于 ” 话 全 所 必 知 知 谱 的 者 已 列 
举 在 公理 13 一 15 中 了 ， 

总 之 ,公理 1 一 16 决定 了 才 序 声 , 而 且 胃 这 种 方式 定义 了 的 运 


算 ( 对 域 的 元 奏 进 行 的 计算 ) 怡 好 就 起 著 基 本 的 作用 。 至 于 连续 公 


理 17 一 18， 则 可 以 证 明 它 们 只 是 一 般 地 把 有 序 城 (由 公理 1 一 16 
决定 ) 变 成 全 体 实数 的 域 黑 了 ， 在 非 阿 基 米 德 几何 里 ,由 于 在 这 种 
儿 何 中 缺少 连续 公理 ,在 作 线 用 的 计算 时 这 两 个 公理 就 不 能 使 用 。 
”然后 在 第 三 章 里 ， 这 个 以 公理 1 一 16 抽象 地 规定 的 计算 法 几 
, 何 地 被 实现 了 。 那 就 是 说 ， 取 作 计 算 对 象 的 是 非 阿 基 米 德 几何 里 
:的 线段 (并 旦 不 考虑 它们 在 空间 中 的 位 置 ,彼此 合 则 的 线段 被 认为 
.是 同一 个 对 象 )}， 线 段 的 加 法 和 莱 法 运算 (5 15) 四 几何 方法 引 人 ， 
在 加 法 的 情形 完全 是 显然 的 . “大 于 ”的 实例 也 是 儿 何 地 用 通常 的 
方法 定义 的 。 可 以 验证 ,在 这 种 线段 计算 里 ,公理 1 一 16 成 立 , 在 


验证 中 起 基本 作 四 的 是 希 尔 伯 特 简 短 地 是 做 巴 斯 哮 (Pascal] 定理 


的 那个 定理 ， 实 质 上 ， 这 是 当 匣 锥 截 线 退 化 成 一 对 直线 而 且 六 和 角 
形 的 对 边 部 平行 时 巴 斯 哮 定理 的 特别 情形 . 

必须 注意 的 是 ,作为 计算 元 雪 的 线 股 ,直接 地 内 提供 公理 1 一 
16 决定 的 有 序 域 的 正 元 案 。 为 了 完整 地 得 到 这 个 域 ,必须 象 在 
$17 里 所 做 的 那样 ， 在 讨论 中 还 要 引用 “ 零 线段 ”和 “人 负 线 段 "。 加 


果 只 限于 沿 一 条 直线 上 截取 线 鼠 ， 而 且 约 定 总 按 确 定 的 咕 序 来 取 


线 眉 的 端点 , 浊 正 负 线 段 就 可 以 几何 地 用 通常 的 方法 来 决定 . 

为 了 作出 棚 似 理论 里 的 全 部 主要 的 命题 (4$16), 只 权利 有 果 正 组 
妇 就 驶 了 ,. 作为 非 阿 基 求 檀 相 似 形 理论 的 本 质 前 和 根据， 我 们 现在 
又 可 以 十 谈 到 两 个 线段 和 器 的 比值 了 ,只 是 指 的 不 是 数 ， 而 是 在 
我 们 的 计算 法 中 a 被 己 除 所 得 到 的 线段 . 线 展 2 和 线 及 rs 的 
成 比例 网 可 以 用 下 列 线 委 等 式 来 定义 : 


-4 或 者 m2 一 ba 也 一 样 ， 
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然而 在 正文 中 并 没有 明白 地 说 出 线段 的 比值 是 线 息 ， 那 是 天 
为 在 这 情况 下 的 比值 有 严重 的 缺陷 ， 它 依赖 于 在 我 们 的 计算 法 中 
单位 线 眉 的 取 法 。 然 而 上 面 那 样 定义 的 线 眉 a,5 和 a ,的 成 比 
例 有 着 不 变 的 意义 ,这 只 要 从 定理 42 就 可 以 看 出 ， 而 因为 对 于 相 
似 形 理论 而 言 ,重要 的 只 是 具有 其 普 道 性 质 的 线 恨 的 成 比例 ,所 以 
可 以 刻 无 困难 地 披 根 通常 的 叙述 那样 地 建立 起 整个 的 理论 ， 

在 第 四 章 里 所 叙述 的 非 阿 基 米 德 的 面积 理论 ， 完 全 一 样 地 基 
利用 了 线段 的 计算 法 来 代 蔡 线 医 的 数值 表示 和 对 这 种 数 进行 的 运 
算 ， 

首先 定义 了 两 个 多 边 形 的 训 分 相等 〈 剖 分 成 两 两 合同 的 三 角 
形 的 可 能 住 ) 和 和 拼 补 相等 (两 个 多 边 形 经 过 拼 补 上 两 两 台 同 的 三 角 
形 以 后 ,于 章 分 成 两 两 合同 的 三 角形 的 可 能 性 )。 这 两 个 概念 在 普 
道 的 几何 理 是 等 价 的 ， 在 非 阿 基 米 德 几 何 里 是 不 等 价 的 。 必 须 招 
这 两 个 概念 中 信义 较 广 的 一 个 、 即 拼 补 相等 作为 基础 ， 希 尔 伯 转 
指出 ,有 相同 的 底 边 和 高 的 三 角形 是 拼 补 相等 的 ,但 是 却 可 以 不 是 
齐 分 相等 的 ， . 

然后 确立 了 与 普通 情形 相仿 的 太 补 相等 的 一 些 基本 性 质 ( 定 
理 43 一 47]， 提 出 一 个 重要 的 问题 : 证 明 多 边 形 不 能 与 其 一 部 分 
拼 补 相等 (定理 48 的 剖 义 就 在 于 此 )。 如 果 事 实 不 是 如 此 ， 则 面积 
相等 的 概念 就 失去 了 它 的 价值 .因为 我 们 在 运用 面积 村 就 没有 可 
能 语 上 “大 于 ”和 “小 于 ”的 概念 。 实 际 上 ， 假 如 一 个 多 边 形 与 另 一 
个 多 边 形 的 一 部 分 面积 相等 ， 很 训 然 地 可 以 认为 第 一 个 多 边 形 按 
面积 小 于 第 二 个 多 边 形 . 但 是 如 果 多 边 形 居然 与 其 一 部 分 面积 相 
等 , 则 就 不 能 不 认为 它 比 它 自己 小 ,等 等 ， 这 就 使 “大 于 "和 (小 于 ” 
概念 完全 失去 了 意义 . 

这 样 一 来 ， 在 扩大 的 形式 下 。 我 们 的 问题 就 化 成 了 下 面 的 问 
题 : 对 于 多 边 形 引出 具有 普通 性 质 的 * 相 等 5, “大 于 ”和 "小 于 ”的 
概念 ,并 且 既 村 使 得 前 面 已 经 定义 了 的 拼 补 相等 起 着 相等 的 作用 ，、 
又 要 使 得 包含 在 另 一 个 多 边 形 里 的 一 个 多 边 形 总 被 认为 是 较 小 的 
《因此 它们 就 不 相等 )， 
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希 尔 伯 特 使 每 个 多 边 形 对 应 于 一 个 确定 的 线段 ， 而 解决 了 这 
个 问题 ,这 线段 就 叫做 多 边 形 面积 的 量 ， 那 就 是 ,使 每 个 三 角形 对 
应 于 一 个 线 妇 ， 等 于 在 线段 计算 意义 下 的 底 匀 高 的 溢 积 之 半 . 使 
,每 个 多 边 形 对 应 于 一 个 线 归 ， 等 于 与 其 前 分 中 的 三 角形 对 应 的 诸 
线 眉 之 和 ， 这 时 可 以 证 明 ， 这 个 和 并 不 依赖 主 剖 分 的 方式 ， 主 要 
的 结果 写 在 定理 51 里: 多 边 形 拼 补 相等 的 必要 和 充分 的 条 件 是 
它们 面积 的 量 相 等 。 于 是 多 边 形 “ 相 等 ”"，“ 大 于 ”和 “小 于 * 的 概念 
《对 了 于 它们 的 面积 而 言 的 ) 就 不 难 利 用 对 应 钱 妥 (面积 的 量 的 比较 
而 引出 了 。 料 别 地 ,如 果 一 个 多 边 形 包 合 在 另 一 个 多 边 形 内 ,出 很 
容易 从 定义 得 出 ,后 者 的 面积 是 前 老 的 面积 加 上 相差 部 分 的 面积 ， 
那 是 因为 它 大 于 天 个 加 项 中 的 每 一 个 ， 要 注意 的 是 ,在 这 里 我 们 
总 认为 面积 的 量 是 正 的 线 恨 。 国 然 ,在 正文 中 ,在 棕 涉 到 多 边 形 的 
定向 时 ,也 讨论 了 负 的 面积 的 量 , 这 只 不 过 是 为 了 证 明 ( 定 理 要 和 
50) 过 程 中 的 方便 而 已 。 对 于 最 终 地 写 出 的 结果 而 言 这 完全 是 多 
佘 的 。 

在 未 了 还 必须 说 明 一 下 ， 这 种 面积 理论 与 初等 几何 的 传统 内 
容 有 什么 关系 。 如 果 我 们 扫 弃 非 阿 基 米 德 的 观点 ， 则 线段 就 可 以 
用 数 来 表示 ， 隐 上 的 全 部 理论 也 就 可 以 从 把 面积 的 重 看 做 数 来 展 
开 ( 扫 三 角形 稳 和 高 的 线段 的 相 莱 扫 成 代表 它们 的 数 的 相 飞 )， 然 
而 这 依然 还 不 是 通常 教科 书 中 所 叙述 的 理论 、 问题 是 在 于 ， 在 通 
常 的 叙述 里 旱地 候 定 了 ,可 以 有 正 数 与 每 个 多 过 形 相对 应 ,使 得 对 
.应许 合 司 的 多 边 形 的 是 相等 的 数 ， 对 应 于 合成 的 多 过 形 的 是 对 应 
于 其 各 部 分 的 数 之 和 ， 对 应 于 单位 正方 形 的 是 单位 数 ， 所 有 这 些 
都 没有 作 任 何 的 证 明 而 假设 为 显然 的 ， 在 以 后 只 研究 在 这 种 情况 
下 这 些 数 是 什么 ， 和 证 明 对 于 三 前 形 而 言 这 一 定 是 底 和 高 的 乘积 
之 半 等 等 . 本 

把 希 尔 伯 特 的 理论 移 到 初等 几何 里 以 后 ,我 们 就 可 以 证 明 , 对 
应 于 每 个 多 边 形 ,确实 可 以 有 具有 所 列举 的 性 质 的 数 . 简短 地 说 ， 
希 尔 伯 特 理论 证 明了 面积 的 量 的 存在 性 ， 而 通常 的 理论 则 证 明了 
它 的 唯一 性 ， 


和 天 了 


内 容 概 述 ， 第 五 和 第 六 章 : 非 阿 基 米 律 的 身 彩 玫 何 


在 这 两 章 里 我 们 搬 开 了 第 三 组 公理 、 因 此 我 们 删 去 了 线段 和 | 
角 的 合同 的 概念 以 致 在 实质 上 我 们 过 渡 到 了 射影 几何 的 范围 . 
内 为 在 注解 [58 并 第 270 页 ?里 对 于 这 一 点 有 所 说 明 ,我 们 不 拟 说 得 
更 详细 了 。 要 注意 的 只 是 :我们 还 是 大 多 不 利用 连续 公理 ,以 臻 可 
以 说 ,研究 对 象 是 非 阿 基 米 德 的 射影 几何 . 四 

当然 ,就 希 尔 伯 特 叙述 的 字面 上 的 意义 看 ,说 研究 的 是 非 阿 基 
米 德 的 伪 射 几何 也 许 更 确切 些 。， 但 是 如 果 在 讨论 中 引入 假 (无 帘 
远 ) 元 素 , 就 象 在 注解 [58I 里 所 向 的 那样 , 则 得 到 的 空间 可 以 叫做 
非 阿 基 米 德 的 新 影 空间 ,而 且 全 部 叙述 可 以 在 更 广泛 的 演义 下 使 
用 . 那 就 是 说 ,在 正文 中 所 给 的 全 部 作法 ,可 以 认为 是 在 非 阿 基 米 
德 的 射影 空间 中 作 的 ,只 是 在 其 中 崭 除 了 一 个 任意 进取 的 平面 .至 
于 直线 的 平行 福 则 在 这 时 可 以 理解 为 它们 相交 干 这 个 平面 上 . 

必须 注意 的 是 ,在 注解 58 本 里 非 阿 基 米 德 射 影 空间 的 作法 ， 
从 并 未 引进 射影 的 央 序 关系 这 一 点 说 来 ,是 没有 完成 的 ,但 是 在 第 
五 和 第 大 童 里 ,顺序 关系 一 般 也 只 占有 附属 的 地 位 ， . 

在 第 五 章 里 首先 解决 的 问题 是 :在 非 阵 基 洲 德 的 射影 几何 里 
引进 航标 条 以 至 -一般 地 引进 解析 几何 的 方法 。 由 于 缺少 阿 基 米 德 
公理 ,在 这 里 不 能 用 通常 的 数 作为 坐标 ;甚至 连 第 三 章 中 所 作出 的 
线 氏 的 计算 法 也 不 能 利用。 因为 这 是 以 合同 公理 作 基 础 的 ， 但 是 
着 尔 伯 特 的 出 发 点 是 ,建立 新 的 不 利用 合同 公理 的 线段 计 算法 , 它 
有 纯 射 影 的 特 体 。 计算 的 对 象 , 象 在 第 三 章 中 一 样 .是 线 妇 .但 是 
如 果 在 以 前 选取 的 线段 有 完全 任 帝 的 位 置 ,并 且 彼 此 合同 的 线段 ，. 
作为 计算 对 象 ,彼此 并 无 区 别 , 则 现在 讨论 的 线段 ， 只 是 从 一 个 国 
定 的 起 点 0 出 发, 沿 著 通过 这 点 的 两 条 固定 的 直线 而 截取 的 线段 ， 
从 0 党 着 一 条 固定 直线 截取 的 线段 ,作为 计算 对 象 ,被 认为 是 等 于 
从 品 沼 着 另 一 条 直线 截取 的 线段 ， 假 如 连结 这 两 个 线 妇 端 点 的 直 
线 平 行 于 一 个 固定 的 方向 的 话 ， 

在 几何 构图 的 基础 上 给 出 线段 的 和 以 及 哑 积 的 定义 ， 而 且 诈 
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明 所 作出 的 计算 靶 满足 41 3 中 除 掉 要 求 12 以 外 的 所 有 要 有 求 1 一 
15， 换 旬 话 说 ， 我 们 的 线段 的 集合 一 般 说 来 可 以 认为 是 非 可 黎 的 
有 序 域 . 希 尔 人 特 把 这 种 域 叫 做 德 沙 略 (Desargues) 数 系 ， 而 且 
取 它 作为 非 阿 基 米 德 射影 空间 中 解析 几何 的 基础 

第 五 章 的 目标 ,只 荐 在 平面 上 建立 了 解析 几何 ,虽然 在 空间 中 
完成 同样 的 作法 并 无 任何 原则 性 的 虑 难 ， 

我 们 在 平面 上 取 通 过 固定 点 0 的 两 条 家 线 (它们 就 是 坐标 
轴 ) ,而且 在 每 条 直线 上 任意 地 取 一 个 点 ， 它 们 在 线段 的 计算 法 中 
就 被 用 作 单 位 点 和 EE" 

任意 点 村 的 向 和 经 OM ,我 们 按 通 常 的 方式 沿 两 条 轴 而 分 解 , 
如 果 得 到 的 线段 我 们 可 以 用 数 来 表示 ， 殉 就 得 到 了 通常 的 优 射 从 
标 系 ;但 是 班 在 我 们 直接 用 线 眉 代 夫 数 来 作为 计算 对 象 ,这 我 们 在 
前 面 已 经 说 过 . . 

作为 计算 对 象 的 这 两 个 线段 ( 沿 轴 分 解 而 得 到 的 )， 我 们 叫做 
点 对 的 各 全 xs ?y。 主 要 的 结果 在 于 : 直线 的 方程 有 通常 的 形式 : 

a 二 by+e— 0, 

只 是 这 时 有 一 个 条 件 : 流动 举 标 z+, 的 系数 2 写 在 左边 (a ,8， 
“也 是 我 们 计算 对 象 的 线 股 )， 这 在 现在 是 非常 重要 的 (qr xq, 
等 等 ), 

这 样 , 在 非 阿 基 米 德 射 影 平 面 上 引进 了 解 本 几何。 自然, 假 点 
在 这 时 没有 得 到 坐标 ,而 为 了 要 写 出 企 点 的 坐标 , 则 必须 完全 象 通 
常 所 做 的 那样 过 渡 色 齐 次 举 标 才 成 ， 只 是 齐 次 坐标 ;+ 现在 
有 这 样 地 一 个 特点 ,它们 可 以 在 右边 条 上 一 个 公共 因子 p 也 0 而 
还 决定 同一 个 点 ， 

在 引进 了 解析 几何 以 后 ， 要 解决 荐 尔 伯 特 在 第 五 章 里 看 作 主 
要 结果 的 下 一 个 间 题 ,就 没有 特别 的 困难 了 . 

我 们 来 讨论 空间 中 一 个 平面 上 的 几何 ， 这 几何 的 对 象 是 属于 
已 知 平面 的 点 和 直线 。 从 所 讨论 的 公理 (第 一 组 公理 ,第 二 组 公理 
和 第 四 组 公理 ,看 $22) 中 只 需要 保留 平面 的 公理 , 即 只 与 平面 上 
的 作 图 有 关 的 公理 《4-;, 区- IY*)， 此 外 ,还 需要 平面 上 的 德 沙 
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烙 定 理 ( 定 理 53) 成 立 . 在 尾 何 的 射影 儿 何 教程 中 可 以 用 到 ,在 证 
明 这 个 定理 时 用 到 了 空间 的 作 图 ,尽管 这 个 定理 具有 平面 的 特性 ， 
希 尔 伯 特 证 明 , 这 不 是 偶然 的 : 报 据 刚才 列举 的 平面 公理 , 德 沙 格 
定理 不 能 被 证 明 《 芭 使 添上 连续 公理 和 公理 HE 以 外 的 全 部 合同 
公理 来 加 强 它 们 也 是 一 样 )。、 王 然 , 利 用 全 部 合同 公理 可 以 不 过 获 
到 空间 而 证 明 德 沙 格 定理 ,但 是 这 不 是 我 们 现在 所 关心 的 ,因为 我 
们 研究 的 是 射影 几何, 所 以 不 考虑 合同 的 概念 

总 之 。 乎 面 上 配 沙 糙 定 理 的 走 实 性 :是 不 能 从 乎 面 的 射影 几何 
公理 推出 的 。 所 以 ,要 起 不过 渡 到 空间 ， 狸 立地 来 作出 平面 几何 ， 
我 们 应 该 拒 德 沙 格 定理 作为 新 的 公理 添 到 平面 公理 | 
上 去 ， 

然后 就 可 以 证 明 ， 平 面 公理 的 这 种 推广 对 于 我 们 的 目的 说 已 
经 足够 了 . 那 就 是 说 。 在 平面 公理 和 德 沙 格 公理 成 立 的 平面 几何 
里 ,可 以 作 线 段 的 计算 (5 24 一 $26) 和 引出 我 们 已 经 谈 到 过 的 解析 
”几何 ($27).。 这 术 。 在 得 到 了 德 沙 禾 数 系 忆 后 ,我 们 把 它 用 于 
($ 29) 空间 的 形式 的 解析 作法 上 (点 指 的 是 德 祖 格 数 系 三 个 元 豪 
的 组 ,等 等 ), 在 其 中 满足 全 部 公理 I，[1,，IV， 而 且 在 它 的 诸 平 面 
上 实现 原来 的 平面 几何 . 

主要 的 结果 基 这 样 : 要 使 得 在 平面 公理 [yl1_, IV* 上 的 
几 柯 可 以 在 空间 闻 诸 平面 上 实现 ( 满 是 公理 1, II，Jw 的 ) ,必要 和 
充分 的 是 ,在 这 几何 里 除 挤 所 说 前 公理 以 外 , 德 沙 铬 定理 起 成 立 ， 

第 六 章 对 这 些 问 题 作 更 深 人 一 步 的 讲述 .在 第 五 章 里 提 到 的 
基 非 阿 基 米 德 射影 几何 ， 即 委 公 理 1 下，[Y 为 基础 而 不 依据 合 
同 公 理 TI 和 过 续 公 理 V 的 几何 。 但 是 这 自然 并 不 是 说 ,抽出 的 
公理 在 我 们 的 几何 里 一 定 是 不 对 的 ， 实 际 上 , 当 除 去 以 公理 1, II， 
JY 为 基础 的 命题 已 外， 抽出 的 公理 有 一 一 部 分 其 至 全 部 也 成 立时 ， 
我 们 的 全 部 结论 依然 是 对 的 . 

特别 地 ,不 妨 问 一 下 , 当 除 去 公理 I1，H，IV 以 外 , 阿 基 米 德 公 
理 也 成 立时 ， 我 们 的 几何 将 是 怎样 ? 阿 基 米 德 公理 现在 必须 有 与 
第 一 章 里 不 同 的 写法 ,这 是 因为 我 们 更 在 没有 线段 合同 的 概念 , 因 


站 


此 也 就 不 能 从 一 个 已 知 点 开始 来 截取 已 知 线段 。 但 是 在 另 方面 我 
们 有 了 在 $24 一 $ 26 的 线段 计算 意义 下 的 线段 加 尘 的 构 念 ， 以 至 
所 谓 尿 次 地 截取 已 知 线段 a 我 们 可 以 理解 成 逐次 地 作 加 法 

中 et. 

阿 基 米 德 公理 断定 ,这 种 形状 的 和 当 加 项 a 的 个 数 充 分 大 时 ， 
必定 会 超过 任何 预先 给 定 的 线段 5 (当然 ,线段 = 和 总 都 是 作为 计 
算 元 素 的 线 雏 ,因而 都 从 同一 个 点 口 洛 着 同一 条 直线 截取 ; 此 外 ， 
我 们 认为 a 疡 0, 5 > 站， . 

在 $ 32 里 证 明 , 这 个 公理 的 引 人 促 成 了 德 证 格 数 系 中 入 法 的 
可 交换 性 ， 因 而 巴 斯 噶 定理 成 立 ， 实 际 上 ， 在 534 里 证 明 ， 这 两 
件 事 是 等 价 的 .这 里 还 包括 了 在 座 加 阿 基 米 德 公理 以 后 我 们 的 几 
何 系统 的 特殊 化 ， 然而 在 那里 还 留 下 这 样 的 疑问 : 不 把 阿 基 米 德 
公理 添加 到 所 有 梁 用 的 公理 I，II, IY 上 ， 箭 法 的 可 换 性 和 蔬 斯 噶 
定 远 能 被 证 明 吗 ?9 那 时 上 面 所 六 的 特殊 化 就 会 成 为 庶 候 的 了 . 这 
问题 在 $ 33 里 解决 了 ， 在 那里 给 负 了 确实 非 可 换 的 (因而 是 确实 
非 阿 基 米 德 的 ) 德 沙 格 数 系 的 例子 . 

在 空间 的 解析 作法 中 利用 这 种 数 系 的 元 素 (点 是 三 个 元 素 *， 
yz 的 组 ,等 等 ,按照 $29), 可 以 得 到 一 种 几何 ,在 其 中 公理 I 11， 
IV* 成 立 ， 间 时 线段 的 计算 确实 是 非 可 换 的 ， 因 而 巴 斯 更 定理 不 
成 立 ， 

这 样 一 来 ;没有 阿 基 米 德 公 理 , 只 根据 公理 TI, II，IV* ， 变 证 
明 巴 斯 噶 定 理 是 不 可 能 的 ， 


， 肉 容 概述 ， 第 七 章 : 非 阿 基 洲 德 的 作 图 理论 


让 我 们 再 回 到 非 阿 基 米 德 度量 几何 的 领域 来 ， 即 依据 的 是 全 
部 公理 1 一 IV。 因 此 ， 排 除 的 只 是 连续 公理 ， 间 时 我 们 所 谈 的 限 
于 平面 上 的 几何 . 

容易 看 削 ， 有 一 些 公理 的 内 容 是 肯定 一 些 确定 的 作 图 问题 的 
可 解 性 , 那 就 是 肯定 这 样 一 些 可 能 性 ;通过 两 点 引 一 条 直线 (1 )， 
在 已 知 射线 上 截取 与 已 知 线段 合同 的 线段 (1h),。 和 在 已 知 半 平 
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面 上 从 已 知 射线 起 男 出 与 蕊 知 角 合 同 的 逢 〈IT47。 还 有 一 个 类 笛 
的 断言 包含 在 平行 公理 IY 中。 假如 到 欧 几 里 得 原来 的 表述 法 ,这 ， 
一 点 会 晤 得 更 明白 些 ， 两 条 直线 被 一 条 割 线 所 稚 ， 当 组 成 的 同 们 
内 角 之 和 小 于 两 直角 时 ,它们 彼此 相交 ， 因 此 ,在 这 时 断定 了 在 确 
定 条 件 下 作出 两 条 直线 的 公共 点 的 可 能 性. 

看 一 下 公理 I-1V , 不 叭 肯定 ,这 一 些 巴 经 包括 了 只 有 直接 用 
公理 才能 解决 的 全 部 作 图 问题 ， 因 此 ,在 我 们 的 几何 中 ,可 解 的 其 
余 的 作 图 问题 就 需要 化 成 所 列举 的 四 个 基本 问题 . 

再 有 ,假如 从 列举 的 基本 问题 中 油 去 作 角 和 截取 性 意 线 段 ,而 
换 成 近 次 截取 固定 的 线段 ,可 以 证 明 ,在 这 情况 下 以 上 的 结论 依然 
真实 【定理 63)， 因 此 ,在 我 们 的 处 置 里 保留 了 使 用 “ 直 尺 * 和 放置 
“ 迁 线 器 ”, 而 旦 这 就 足以 完成 全 部 可 能 的 作 图 了 ， 

我 们 看 到 ， 在 基本 的 问题 里 完全 没有 间 到 贺 ， 虽 然 通 常 在 几 
何 作画 时 我 们 习 丑 于 同时 使 用 * 直 尺 ” 漆 “ 赂 规 ”， 这 事实 不 是 偶然 
的 :在 几何 作 图 中 , 圆 的 价值 只 在 于 在 已 知 的 条 性 下 我 们 可 以 作 
出 两 个 圆 的 交点 以 及 贺 与 直线 的 交点 . 

然而 在 非 阿 基 米 德 几 何 里 ， 即 使 在 直线 上 了 明知 有 有 着 离 圆 的 中 
心 小 于 半 色 的 点 时 ， 我 们 也 不 能 断定 直线 与 是 相交。 由 于 负 少 连 
续 公理 ， 直 线 可 点 从 加 的 内 点 区 域 “ 沽 ”到 圆 的 外 点 区 域 ， 而 “不 
磁 到 "这 个 贺 。 所 以 对 于 非 阿 基 米 德 的 几何 作 图 而 言 , 贺 是 不 着 于 


”使 用 的 ,以 致 我 们 不 得 不 限于 使 用 比较 粕 糙 的 工具 ， 


然后 ,定理 64 指出 ， 从 已 知 的 一 些 点 通过 直 尺 和 迁 线 器 作 图 
而 得 到 的 那些 点 ,其 坐标 可 以 如 何 地 来 决定 ， 证 明了 的 是 ,从 原来 
的 点 的 华 标 经 过 四 种 有 理 运算 和 从 已 经 作出 的 数 的 平方 和 求 平方 
根 ,就 可 以 得 到 所 作出 的 点 的 坐标 (我 们 回 到 通常 的 开 何 ， 而 且 音 
音 提 到 实数 :最 然 当 坐标 是 非 阿 基 米 德 几何 里 线 侦 计算 的 元 素 时 ， 
这 些 论 证 还 是 对 的 )， 

本 章 的 其 余部 分 围绕 着 定理 65. 

大 家 知道 ,用 直 尺 和 阅 规 可 解 的 作 图 问题 是 这 桩 地 被 决定 的 : 
所 求 点 的 华 标 可 以 由 已 知 点 的 坐标 经 过 轨 种 有 理 运 算 和 从 任意 已 
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“经 作出 的 正 数 开平 方 来 表达 ， 

由 此 再 一 次 地 看 到 ,利用 直 尺 和 迁 线 器 可 解 的 问 左 , 态 是 利用 
直 尺 和 圆规 可 解 的 问题 的 一 部 分 . 

证 再 了 的 是 (这 是 指定 理 65)， 这 个 特殊 情形 是 这 祥 决 定 的 ; 
问题 的 解 有 最 可 能 多 的 个 数 〔〈 只 洗 患 实 解 ， 总 括 与 候 元 素 有 关 的 
解 )。 那 就 是 说 ,如 果 对 于 问题 的 解析 的 解 需要 不 少 于 #* 次 的 开平 
方 、 则 在 这 个 特殊 情形 里 , 它 的 解 的 仿 数 应 该 等 于 2*; 这 是 必要 
的 ， 世 是 充分 的 ， 本 ， 
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th 泡 矛 盾 竹 的 问题 


当 在 公理 的 基础 上 钝 还 辑 地 上衣 开 几 何 学 时 ， 很 自然 地 出 现在 
.我 们 次 前 的 第 一 个 向 是 是 关 计 我 们 公理 系统 的 无 矛盾 几 的 问题 
-是否 能 保证 我 们 的 公理 系统 没有 矛盾 的 现象 ， 是 否 可 能 发 生 这 样 
的 事 ,在 我 们 证 明了 一 个 定 公 的 同时 ,发 现 它 的 反面 也 成 立 ? 在 那 
: 样 的 情况 下 、 我 们 的 公理 系统 就 没有 任何 的 价值 了 . 在 专 讲 轴 辑 
问题 的 第 二 章 里 ,这 个 问题 最 先 被 提出 ,而 且 通 过 我 们 几何 系统 的 
解析 的 解释 而 得 到 了 解决 ($9). 解 析 的 解释 的 意义 在 于 给 几何 的 
-基本 概念 以 算术 的 说 明 ( 例 如 用 三 个 实数 的 组 代表 点 ,等 等 ), 并 且 
在 这 种 说 明 中 , 当 把 全 部 公理 化 成 实数 的 算术 命题 时 ,它们 依然 辟 
实 { 这 个 问题 详细 地 被 倪 述 在 注解 135],[36] 和 137] 黑 ,看 第 251 一 
-254 页 ?， 所 以 在 我 们 的 几何 系 绕 里 的 任何 矛盾 ， 就 意味 着 在 实数 
的 算术 昌 的 矛 届 ， 因此 ,我 们 不 能 完全 确切 地 说 ,几何 学 的 无 对 盾 
性 的 问题 在 $ 9 里 被 解决 了 , 它 只 是 被 化 成 了 更 基本 的 问题 , 即 化 
:成 了 算术 的 无 矛盾 柱 的 问题 。 而 因为 整数 的 算术 以 及 进一步 的 实 
数 的 算术 ,几乎 是 一 钱 数 学 的 基础 ,所 以 算术 的 元 矛盾 性 的 问题 与 
一 般 数学 的 根据 问题 有 不 可 分 割 的 密切 联系 。 | 

硝 有 ,因为 我 们 从 公理 出 发 ,依据 逻辑 法 则 作出 了 论断 ， 所 以 
训 想 确定 我 们 的 几何 系 绕 的 无 矛盾 栓 , 在 研究 数学 内 容 的 局 时 ,我 
们 还 应 该 研究 逻辑 学 ， 

能 够 用 米 解 决 这 类 问题 的 途径 和 方法 ， 由 希 尔 伯 特 和 其 学 派 
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所 提出 ,这 里 的 基本 思想 如 下 : 数学 命题 和 遇 辑 法 则 都 可 以 利用 
特殊 的 符号 写成 公式 的 形状 ， 而 不 需要 加 人 任何 文字 上 的 表述 。 
逻辑 思考 的 过 程 就 换 成 了 以 这 种 公式 依照 严格 地 描述 了 的 规则 而 
进行 的 操作 。 那 就 是 说 ,从 已 经 作出 的 公式 ,依照 精确 地 指出 的 方 
法 。 纯 粹 机 械 地 解决 组 成 新 公式 的 问题 ， 而 且 这 就 代替 了 从 一 个 
命题 引出 另 一 个 命题 的 自觉 的 推理 。 因 此 ， 数 学 和 数学 方面 所 研 
究 的 逻辑 内 容 ， 就 以 公式 链子 的 形式 出 现在 我 们 面前 . 这 个 链子 
开始 于 找 述 数学 和 逮 辑 公理 的 公式 ， 然 后 就 可 以 用 机 械 地 组 成 新 
公式 的 方 洁 无 限制 地 延长 下 去 ; 这 时 我 们 不 必 过 问 ， 写 成 的 一 个 - 
公式 究竟 有 怎样 的 数学 内 容 ; 我 们 关心 的 只 是 公式 本 身 , 它 完全 是 ， 
一 些 记号 的 具体 而 又 可 见 的 有 限 组 合 。 希 尔 伯 特 学 派 正 以 这 样 的 
态度 来 处 理 无 矛盾 性 的 问题 : 要 求证 明 ， 在 公式 的 链子 中 不 能 出 
现 表示 巴 盾 的 公式 ， 

然而 ,尽管 在 这 方面 已 有 了 大 量 的 著作 ， 重要 的 数学 部 门 的 要 
据 问 题 还 远 漫 有 穷尽 ， 作 为 本 书 附 录 的 着 尔 人 特 在 这 些 方面 的 论 
文 《附录 VI 一 X)*, 其 目的 就 是 把 读者 引进 他 的 思想 的 轿子 、 自 
然 ,这 些 论 文大 多 数 具有 草案 的 性 质 ,而 且 在 某 些 部 分 写 得 有 些 半 
明 不 扬 ， 它 们 从 性 何方 面 说 都 不 能 被 认为 是 有 头 有 尾 地 摧 述 了 间 
题 ( 它 们 当然 更 不 能 反映 后 一 些 年 代 在 这 方面 的 结果 )， 依据 这 些 
论文 来 研究 希 尔 伯 竺 的 证 明 论 未 必 是 可 能 的 .但 是 ， 希 汞 伯 特 在 
这 些 论文 里 ， 却 以 极 大 的 热情 和 常常 是 真正 艺术 的 手 苇 描述 了 在 
数学 基础 这 个 领域 里 他 的 思想 发 展 的 一 般 过 程 。 而 且 即 使 读者 总 
略 了 大 最 的 细节 ， 他 还 是 会 在 整体 上 获得 关于 这 些 创作 精神 和 创 . 
作风 格 的 生动 而 又 鲜明 的 观念 的 

我 们 还 注意 到 ， 最 然 在 希 尔 伯 特 的 论证 里 的 哲学 因 认 有 了 时 带 
有 了 唯心 主义 的 特性 ， 还 是 不 难 发 现 其 理论 的 客观 的 唯物 主义 的 内 
容 。 上 面 已 经 指出 过 ， 数 学 理论 的 无 矛盾 性 应 该 在 把 它 展 开 成 一 
系列 公式 的 基础 上 去 发 斤 ， 每 个 这 样 的 公式 都 是 一 些 记号 的 有 限 
-一 一 -一 4% 


* 第 七 版 以 前 的 附录 CVI 一 X) 自 第 八 版 以 后 均 去 挤 一 一 译 考 注 . 
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组 合 ， 而 且 我 们 宪 爹 委 开 了 这 些 记号 的 意义 而 把 它们 看 作 独 立 的 
对 象 。 先 决 条 件 是 : 我们 能 够 牢 牢 地 掌握 这 种 运用 记号 的 形式 十 
的 处 理 , 例 如 善于 在 一 玲 记 号 中 找 出 相同 的 记号 , 普 于 把 一 个 确定 
的 记号 甚至 整整 一 个 记号 组 合 换 成 别 的 ,等 等 ;而 且 这 些 运 算是 直 
截 了 当地 明和 白 的 ,不 希 要 任何 进一步 的 解释 ,也 不 会 引起 任何 原则 
性 的 疑 感 . . 

简短 地 说 ,我 们 想 定 ,对 于 用 来 组 合成 我 们 公式 的 记号 , 我 们 
在 处 理 时 不 会 比 处 理 物质 世界 的 对 象 时 更 差 些 。 由 于 我 们 提 到 的 
永远 是 记号 的 有 限 组 合 ,这 一 点 确实 是 完全 合理 的 ;举例 说 ， 我 们 
可 以 用 铝 笔 把 每 一 个 公式 全 部 写 在 纸 上 , 因 而 ,假如 有 必要 的 话 ， 
就 可 以 把 组 成 这 公式 的 记号 作为 由 五 里 作出 的 物质 对 象 布 实现 出 
来 。 

总 之 ， 希 尔 伯 特 理论 从 其 最 根本 的 基础 上 说 一 按 其 客观 的 
意义 说 一 依然 诉 之 于 物质 的 经 验 ， 因 为 它 提供 的 只 是 以 数理 膛 
辑 的 记号 作 有 限 次 的 演算 ,正如 同 它们 都 是 物质 世界 的 对 象 一 样 . 
而 这 一 点 之 所 以 可 能 ,就 在 于 所 有 组 合 的 严格 的 有 限 性 , 当 挑 出 每 - 
个 这 种 组 合 来 考察 时 ,由 于 达到 终端 的 可 能 性 ,总 能 过 到 其 中 的 任 
何 数理 逻辑 的 记号 ， 所 以 所 谓 希 尔 伯 特 的 “有 限 处 置 "在 他 的 理论 : 
里 占有 极为 重要 的 地 位 ， 


关于 公理 的 独立 性 


我 们 已 经 说 过 ， 很 自然 地 会 希望 公理 系统 就 其 所 包含 的 要 求 
方面 说 来 是 极 少 的 。 希 望 这 些 要 求 中 没有 多 余 的 ， 如 果 要 正确 地 
描述 这 个 观念 , 则 我 们 就 将 引出 公理 的 独立 性 的 概念 . 

， 我们 说 一 个 公理 对 其 余 的 公理 (或 者 其 中 的 一 部 分 公理 ) 是 独 
立 的 ,如 果 它 不 能 作为 这 些 公理 的 脖 辑 推论 而 推出 的 话 ,因此 ， 对 
其 余 的 公理 来 说 是 独立 的 公理 ， 在 任何 情况 下 都 不 能 无 故地 从 已 
知 几何 系统 的 公理 中 加 去 ;失去 这 个 公 到 的 损失 是 无 法 补偿 的 , 因 
为 它 所 包含 的 东西 不 能 从 其 余 的 公理 推 得 . 

在 把 公理 系统 化 成 极 小 的 意义 下 ,事情 的 理想 状况 是 这 样 的 ， 
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那 时 公理 中 的 每 一 个 都 与 其 余 的 公理 无 关 ， 在 这 种 情况 下 ， 实 际 
上 是 肯定 在 我 们 的 公理 系统 里 不 能 豆 作 任何 的 简 缩 ， 并 有 任何 简 
缩 都 将 会 在 实质 土 减弱 公理 系统 ,因而 也 就 改变 了 几何 系统 . 

然而 ,在 我 们 所 关心 的 希 尔 伯 特 公理 系 绕 里 ,事情 的 这 种 状况 
是 不能 过 到 终点 的 。 问 题 在 于 ， 例 如 在 表述 与 < 介 于 "概念 有 关 的 ， 
第 二 组 公理 时 ， 假 定 已 经 建立 了 具有 第 一 组 公理 中 所 写 的 性 质 的 
“属于 * 概 念 ， 而 在 表述 合同 (第 三 组 ) 公 理 时 , 除 此 而 外 ,还 假定 已 
经 用 第 二 组 公理 建立 了 “ 介 于 ”概念 ， 这 种 前 所 为 了 要 能 表述 第 三 
组 公理 有 时 是 极 重要 的 ; 例如 在 公理 TH 的 表述 里 用 到 了 半 平 面 
的 概念 , 它 不 利用 第 二 组 代理 是 无 法 建立 的 ， 

所 以 ,甚至 要 提出 例如 关于 帕 士 公理 天 对 第 三 组 公理 的 独立 
性 的 问题 也 是 豪 无 意义 的 ; 不 必 想 证 明 帕 十 公理 不 能 或 者 能 从 这 
些 公 理 准 出 ,因为 在 表述 它们 时 ,时 已 必须 假定 巾 士 公理 的 真实 性 
了 . 

希 尔 伯 特 讨论 了 的 ($ 10 一 4 12) 只 是 一 些 最 使 人 关心 的 公理 
的 独立 性 的 问题 。 首先 谈 的 是 平行 公理 IV 对 所 有 其 余 的 公理 的 
独立 体 。 在 这 个 例子 上 我 们 也 说 明了 用 来 证 明 一 个 定理 的 独立 性 
的 一 般 的 方法 .我 们 讨论 一 个 新 的 公理 系统 ,在 其 中 去 掉 平 行 公理 
以 外 ,所 有 的 公理 都 与 希 尔 伯 特 系统 中 的 公理 相同 ,至 于 平行 公理 
则 换 成 它 的 否定 ( 即 肯 定 可 以 找 出 这 样 的 直线 和 在 它 之 外 的 点 , 通 
过 这 个 点 可 以 引 多 于 一 条 的 直线 ， 不 与 已 知 直线 相交 而 与 它 处 在 
同一 个 平面 上 ). 

设想 我 们 已 经 确立 了 这 新 的 公理 系统 的 无 矛盾 性 。 那 未 由 此 
就 可 推出 平行 公 弄 对 其 余 公 理 的 独立 性 ， 事实 上 ，、 如 果 平 行 公理 
是 其 余 公 理 的 推论 ,由 它 也 将 从 新 的 公理 系统 [在 新 的 公理 系统 里 
包含 着 除 平行 公理 以 外 的 所 有 原来 的 公理 ) 准 出 。 而 因为 在 新 的 
公理 系统 里 还 包含 着 平行 公理 的 否定 ， 记 以 新 的 公理 系统 就 违反 
了 已 经 确立 的 结论 ,而 包含 了 了 矛盾 ， 

总 之 ,为 了 证 明 已 知 公 理 对 其 余 公理 的 独立 性 ,只 要 把 已 知 公 
理 换 成 它 的 否定 ， 对 于 其 余 的 公理 保留 不 变 而 得 到 的 那个 公理 系 
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绕 , 来 证 明 其 无 矛盾 性 就 成 了 ， 在 我 们 所 说 的 情形 里 ,问题 显然 亦 
成 证 明 罗 巴 契 夫 斯 基 的 非 欧 儿 里 得 几何 的 无 矛 屠 性 了 . 

在 提出 关于 欧 几 里 得 几何 的 无 矛盾 性 的 问题 时 ， 我 们 通过 解 
析 的 实现 把 它 化 成 关于 算术 的 无 矛盾 姓 的 问题 ， 同 样 地 ， 罗 巴蜀 
夫 斯 基 几 何 的 无 矛盾 性 的 问题 ， 可 以 通过 例如 罗 巴 契 夫 斯 车 儿 何 
的 凯 雷 (Cayley ) 和 克 葬 因 的 射影 解释 实现 ,化成 欧 儿 里 得 几何 无 
矛盾 性 的 问题 ， 希 尔 伯 特 引用 的 就 是 这 个 实现 .在 欧 几 里 得 空间 
里 取 一 个 球 ,而 且 约 定 认 为 :点 是 指 球 内 的 点 ,直线 是 指 端 点 在 球 
面 上 的 线段 ,平面 是 指 球 被 平面 所 截 而 懈 到 的 圆 的 内 部 ， 从 属性 
以 通常 的 意义 来 理解 ,点 在 直线 上 的 顺序 也 以 通常 的 意义 来 理解 ， 
而 两 个 线段 或 者 两 个 角 的 合同 ， 则 是 指 在 把 球 的 内 部 变 成 自己 的 
空间 到 自身 的 直射 (射影 变换 } 下 ， 这 两 个 线段 (或 者 角 ) 登 合 的 可 
能 此 (详细 的 氢 述 可 以 去 看 克 莱 因 著 的 非 欧 几 里 得 几何 学 )， 

可 以 验证 ,在 这 种 解释 (实现 ) 下 ,基本 的 几何 概念 显得 是 适合 
.于 平行 公理 以 外 的 全 部 希 录 伯 特 公理 的 ， 至 于 平行 公理 则 显然 是 
不 适合 的 ， 换 句 话 说 ,我 们 有 了 可 巴 夏 夫 斯 基 玫 何 的 一 个 实现 ,在 
这 实现 下 ,这 几何 的 所 有 的 基本 松 念 以 至 于 所 有 的 命题 ,者 被 解释 
为 欧 几 壬 得 几何 的 一 些 概念 和 命题 ， 因 为 在 这 实现 下 克 巴 契 夫 斯 
基 几 何 的 公理 成 立 ， 所 以 ,如 果 它 们 引 向 矛盾 ,我 们 就 将 在 实现 时 
得 到 矛盾 。 可 是 在 实现 里 ， 罗 巴 契 夫 斯 菠 儿 何 的 命 灰 被 解释 为 欧 
儿 里 得 几何 的 命题 ;因此 ， 我 们 就 将 在 欧 几 里 得 几何 里 得 到 矛盾 。 
所 以 ,如 果 我 们 对 认 欧 几时 得 几何 无 矛盾 , 则 我 们 不 得 不 在 同样 的 
程度 上 孙 认 有 罗 巴 契 夫 斯 基 儿 何 无 矛盾 . 

然后 (§11) 着 尔 值 特 证 明了 公理 1ID 对 所 有 其 余 的 公理 的 测 
立 性 ;问题 是 在 于 ,这 个 公理 初 看 起 来 是 过 分 复杂 和 笨重 ,“ 就 象 定 
理 似 的 *， 然 而 独立 性 的 证 明 表 明 , 我们 不 艇 吐 去 这 个 公理 ， 因 为 
它 不 能 从 其 余 的 公理 得 出 ， 

最 后 (§ 12) 证 朋 的 是 , 阿 基 米 德 公 现 上 归 前 面 的 公理 I 一 rV 
无 关 .以 这 个 目的 建立 了 获 义 的 非 末 基 米 德 几何 ， 即 阿 基 米 德 公 
理 显然 不 对 的 几何 ， 
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关于 附录 


在 1930 年 的 德 文 第 七 版 本 里 ,正文 最后 作为 附录 而 印 出 的 ,有 
项 尔 伯 特 在 不 同 的 时 间 内 写 的 十 篇 论文 ; 这 些 论文 完全 翻译 出 来 
了 。 关于 讲述 算术 基础 的 论文 VI 一 和 ， 我 们 在 上 面 已 经 谈 过 了 . 
论文 EV 其 有 几何 的 特性 ;在 其 中 研究 的 是 一 些 个 别 的 问题 , 它 
们 各 有 其 重要 性 ,但 是 是 绝 然 不 周 种 类 的 , 面 且 与 正文 的 内 容 相 比 : 
要 其 有 狭 窑 得 多 的 特性 . 只 有 论文 I (研究 油 去 镜面 对 称 的 平面 
儿 何 ) 和 II 连续 公理 不 存在 的 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 的 作法 ) 按 文 
体 接近 正文 ,其 余 的 与 正文 都 只 有 间接 的 关系 . 

附录 的 文章 ,不 仅 由 于 其 非常 专门 的 主题 ,而 且 由 于 其 高 深 的 
程度 和 和 叙述 的 特 氮 ,只 能 留 给 专门 的 读者 ， 因 而 在 翻译 附录 时 ,并 
不 曾 为 了 在 所 有 主要 的 方面 补足 作者 的 常常 是 过 分 相 略 的 叙 述 ， 
作出 了 详细 的 注解 ,而 对 于 正文 则 是 提出 了 这 样 的 杜 务 的 。 
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科 尼 斯 伐 大 学 获得 博士 学 位 。 1886 年 及 1892 年 在 料 尼 斯 召 大 学 - 
分 别 任 讲师 及 副教授 ，1895 年 直至 去 世 任 哥 廷 根 《Giwingen)》 大 
学 教授 ， 于 1943 年 去 世 . 

大 卫 ， 希 尔 伯 特 在 世 时， 公认 他 是 当时 的 伟大 数学 家 之 一， 
他 关于 数学 中 几乎 全 部 领域 的 探讨 ， 对 后 来 进一步 的 发 展 都 共有 
次 远 的 影响 . 

在 他 的 名 车 《几何 基础 8》 里 , 希 尔 伯 特 引 人 严 庶 的 公理 法 ,这 是 
一 个 新 的 数学 研究 方向 的 开始 . 


保 禄 - 贝尔 耐 斯 博士 、 教 授 


1888 年 生 于 伦敦 .他 求学 于 柏林 大 学 及 哥 延 很 大 学 ，1912 年 
在 哥 延 板 大 学 获得 铺 士 学 位 .1912 年 到 1917 年 任 苏黎世 (Zirieb ) 
大 学 讲师 ,1917 年 到 1933 年 在 哥 延 很 大 学 数学 研究 所 任 大 卫 - 希 
尔 伯 特 的 助教 ，1919 年 在 哥 延 根 大 学 发 表 就 职 误 说 ,1922 年 任 该 
大 学 副教授 ,1934 年 任职 于 苏黎世 艾 地 根 高 等 学 校 (Eidgenissische 
Hochschule)**,1939 年 在 该 学 校 发 表 就 职 演说 , 1945 年 任 副教授 . 
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* 即 前 球 联 的 加 蛙 宁 格 租 一 一 译 者 注 . 
对 此 夭 “Eidgcndesische Technische Hochschule* 的 往 称 , 官 是 更 十 联邦 的 -和 岂 
高 等 工业 大 学 一 一 译 者 注 . 
局 ”全 名 是 保 禄 ， 笋 萨 克 .贝尔 耐 斯 【Bernays，Paul Hsak》 于 1977 年 去 世 一 一 
译 者 注 . 


Bi 全 


导 证 


几何 和 算术 一 样 ， 它 的 逻辑 结构 只 需要 少数 的 几 祭 简单 的 基 
本 原 进 做 基础 这 些 基 本 原理 叫做 几何 公理 。 建 立 几 何 的 公理 和 
探 尝 它们 之 间 的 联系 ， 是 一 个 历史 悠久 的 问题 ;关于 这 向 题 的 讨 
论 , 众 欧 几 里 得 以 来 的 数学 文献 中 ,有 过 难以 计数 的 专著 。 这 问题 
实际 就 是 要 把 我 们 的 空间 直观 加 以 还 辑 的 分 析 

本 世 中 的 研究 ,是 从 新 党 试 著 来 替 儿 何 建立 一 个 完备 的 ,而 又 
同时 还 要 使 我 们 的 推 证 能 明显 地 表 出 各 类 公理 的 含义 和 个 别 公 理 
的 蕉 论 的 含义 ， 
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. 在 平面 上 不 用 合同 公理 时 ,不 能 证 明 德 水 格 定 前 
， 不 用 合同 公理 ,用 德 沙 格 定理 作 根 据 , 引 进 一 种 线 陆 计算 … 
， 新 的 缓 陆 计算 中 ,家 法 的 交换 律 和 结合 律 …RpPppp 
， 新 的 线 玻 计算 中 , 取 法 的 结合 律 和 两 条 分 配 律 ……*…………… 
。 以 新 线 庚 计算 作 和 根据 的 直 钱 的 方程 ee 
。 鲁 段 集合 当 作 复数 勾 …………… a 
.利用 德 阔 格 数 系 建立 空间 几何 pp 


， 关 于 巴 斯 哆 定理 能 否 证 明 的 两 条 定理 pp 
， 阿 基 米 德 数 系 中 的 凤 法 交换 律 Pet 
， 非 阿 基 米 窒 数 系 中 的 冬 法 交换 律 … nt 
， 关 于 巴 斯 嘲 定 理 的 两 条 命题 的 证 明 ( 非 巴 斯 罚 几何 》……… 
- 利用 巴 斯 财 定理 来 证 明 途 帝 交 点 定理 ppp 


根据 公理 I 一 IY 的 几何 作 图 pe 


. 利用 直 尺 和 迁 线 器 的 几何 作 图 eeee 和 resseoeeeisnes 
。 几何 作 图 能 否 玫 站 尺 和 迁 线 窗 作 出 的 准则 ee 
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直线 作为 两 点 闻 的 最 短 虑 离 


等 厦 三 角形 底 角 相等 的 定理 ,ppp a 
饮 雅 多- 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 新 基础 … Ce 
几何 学 基础 . cs ee 

常 高 斯 曲率 后 面 … nn 
关于 33 和 54 的 一 此 注 记 a 
关于 §14 的 一 些 注 所 a 
比重 沦 建立 的 简化 … en 
平面 面积 理论 的 注 记 . 国 a 
以 和 小 格 定理 为 基 而 关于 线 届 计算 引 沦 的 注 记 ， ee 


补 篇 IY2 关于 $37 的 注 记 ， 


补 篇 V1 
补 篇 Y2 


附录 It 中 械 型 的 部分 相等 ， 站 
希 尔 伯 特 的 度 人 公理 ee 


往 文 第 七 版 的 俄 译本 注解 
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第 一 章 五 组 公理 
$ 1. 几何 元 素 和 五 组 公理 


定义 ”设想 有 三 组 不 启 的 对 第 四， 第 一 组 的 对 象 叫做 点 ， 用 
4。3，C， 表示 ;第 二 组 的 对 象 叫 做 直线 ,用 ez,c,… -表示 ;第 
三 组 的 对 象 咀 做 平面 ,用 “， 8, 7, 表示， 点 也 叫做 直线 几何 的 
元 素 ; 点 和 直线 叫做 平面 几何 的 元 素 外 ; 点 、 直线 和 平面 叫做 空间 
几何 的 元 素 或 空间 的 元 素 . 

设想 点 、 直 线 和 平面 之 间 有 一 定 的 相互 关系 ,用 “关联 "(“ 在 … 
之 上 属于")、 介 于 "(在 … 之 闻 ") “合同 于 (“全 合 于 ”,“ 相 等 
于 ”) 等 词 来 表示 . 下面 的 几何 公理 将 给 这 些 关系 作出 精确 而 又 完 
整 的 描述 . 

几何 公理 共 分 成 五 组 ， 其 中 每 一 组 表达 了 站 观 的 某 种 相互 联 
系 的 基本 事实 ， 这 五 组 公理 的 名 称 如 下 ; 

1， 1 一 8. 关联 公理 (结合 公理 ,从 局 公 理 ) 

_ 卫 ，1 一 4. 顺序 公理 (次 序 公理 ) 

IH. 1 一 5. 仓 同 公理 (全 全 公理 ,全 等 公理 ) 

IV， 平行 公理 

VY. 1 一 2. 和 连 瞎 公 理 


$ 2, 第 一 组 公理 ， 关 联 公理 [3 


本 组 公理 是 在 前 文 所 提 的 点 、 直 线 和 平面 这 三 组 对 和 象 之 间 建 
立 一 种 联系 ,其 条 文 如 下 : 

-对 于 两 点 4 和 日 ， 必 有 一 直线 4， 它 同 44 和 这 两 点 的 
音 一 起 相关 联 。 


J， 对 于 两 点 二 和 B， 至 多 有 一 直 钱 ， 它 同 妈 和 召 这 两 点 的 
每 一 点 相关 联 . 

. 我 们 此 处 和 此 后 说 二 ,三 、… 点 ,直线 或 平面 时 ,都 匙 指 不 同 的 
点 、 直 线 或 平面， 

蔡 代 "关联 ”, 我 们 也 用 别 的 说 法 ,例如 ， 蕉 代 直 线 。 同 4 和 8B 
的 每 一 点 相关 联 这 句 话 ， 我 们 也 说 : “通过 4 各， = 连结 4 和 
B; 又 如 ,替代 4 间 * 相 基 联 这 句 话 ， 我 们 也 说 : 4 在 “= 上 ， 4 是 4 
的 或 上 的 一 感 ， 上 含有 点 4 等 等 若 4 既 在 直线 * 上， 又 在 另 
一 直线 》 上 ,我 们 也 说 : 直线 «和 5。 相交 于 4; 4 是 4 简 6 的 交点 
或 公共 点 等 等 。 

BE- 一 直 恕 上 恒 至 少 有 两 点 ,至 少 有 三 点 不 在 同一 直 钱 上 ， 

BE. 对 于 不 在 同一 直线 上 的 性 意 三 点 4， 正和 CC， 恒 有 一 平 
面 w， 筷 局 4 用 和 C 这 三 点 的 每 一 点 相关 联 。 对 于 和 任 一 平面 , 恒 
有 一 点 局 这 平面 相关 联 . 

在 这 种 情形 下 ,我 们 也 说 : 点 4 在 w 上 ， 点 4 是 “的 点 等 等 。 

B. 对 于 不 在 同一 直线 上 的 三 点 有 4,B 和 CC。 至 多 有 一 二 面 ， 
它 同 了，B 和 忆 这 三 点 的 斌 一 点 相关 联 。 

和 6。 车 一 直线 4 的 两 此 如 和 中 在 一 平面 E 上， 则 4 的 每 一 此 
都 在 平面 和 上 。 

在 这 种 情形 下 ,我们 也 说 : 这 直线 = 在 这 平面 上 等 等 ， 

5. 车 两 平面 0 和 卢 有 一 公共 点 和 攻 ， 则 它们 至 少 还 有 一 公共 
起 B. 

了 至 少 有 四 点 耻 在 同一 平面 上 - 

公理 了 表明 空间 的 维 数 不 大 于 三 ; 另 一 方面 ， 公 理 了 表明 空 
间 的 维 数 不 小 于 三 ， 

公理 3 可 以 称 为 第 一 组 公理 中 的 平面 公理 ， 以 区 别 于 公理 
4_s。 上 后 者 可 以 称 为 第 一 组 公理 中 的 空间 公理 ， 

能 从 公理 Ls 推 证 出 的 定理 ,我 们 只 举 下 列 两 条 : 

定理 1 一 平面 上 的 两 直线 或 有 一 公共 点 ,或 无 公共 点 ; 两 平 
面 或 无 公共 点 ,或 有 一 公共 次 钱 , 无 公共 直线 时 无 公共 点 ; 一 平面 


时 要 时 


和 不 在 其 上 的 一 直线 或 无 公共 点 ,或 有 一 公共 点 . 
定理 2 过 一 直线 和 不 在 这 直线 上 的 一 点 ， 或 过 有 公共 点 的 
两 条 不 同 直线 , 恒 有 一 个 而 且 只 有 一 个 平面 ". 


§3. 第 二 组 公理 : 顺序 公理 ? 


本 组 公理 规定 了 介 丁 " 齐 即 "在 … 之 间 " 这 个 概念 。 根 据 这 个 
概念 ,直线 上 的 ,平面 上 的 和 空间 中 的 点 才 有 病 序 可 言 . 

定义 ”在 一 直线 上 的 点 有 一 定 的 相互 关系 。 我 们 特别 用 “ 介 
于 “ 亦 即 "在 … 之 间 * 这 个 词 来 描述 它 ， 

瑟 . 落 一 点 是 在 一 点 4 和 一 点 忆 之 间 ( 图 1) 总 , 贡 4,B 和 CG 
是 一 直线 上 的 不 同 的 三 点 ;这 村 ,BB 也 在 C 和 4 之 间 。 


4 B 到 


ID 对 于 两 点 4 和 CT 图 2), 直线 4C 上 蛋 于 上 少 有 一 点 ,使 
得 C 在 4 和 之 间 ， 
'# c B 
图 2 


本 一 直线 的 任意 三 点 中 ,至多 有 一 点 在 其 他 两 点 之 间 。 

在 这 兰 条 直线 项 序 公理 之 外 ,还 需要 一 条 平面 顺序 公理 ， 

定义 ”我 们 考 虐 一 直线 a 上 的 两 点 4 和 3; 我 们 把 这 一 对 点 
时 和 BB 所 成 的 虚 组 叫做 一 条 线 跋 。 用 4B 谍 B84 表示 . 在 4 和 日 
之 间 的 点 叫做 线段 48 的 点 ,或 线段 48 内 部 的 点 ; 4 和 了 叫做 线 
段 48 的 端点 ,直线 = 上 的 其 他 的 点 叫做 线段 4B 外 部 的 点 ， 

了 L. 设 4， 忠和 CC 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ; 设 # 是 平面 


1) M. 帕 士 CM. Pasch》 在 他 的 鼎 * 新 几何 讲 广 %» (Vorlesungen liber neuere 
Geometrie,， Leipzig,，1882) 中 ， 首 党 详细 地 研究 了 这 些 公理 ， 等 别 是 公理 mr 
实质 上 源 于 M. 帕 士 ， 


Ss 


A4BC 的 一 直线 ,但 不 通过 4, 下, C 这 三 点 中 前 住 一 点 {图 3)， 落 
直线 # 通过 线段 4B 的 一 点 ， 则 它 必 定 也 通过 线段 4C 的 一 点 ,或 
线段 BC 的 一 点 。 


车 用 直观 的 说 滩 ， 这 条 公理 就 是 说 ， 营 一 直线 冲 进 一 个 三 角 
形 的 内 部 , 它 必定 还 要 冲 出 去 ,这 直线 o 不 同时 和 AC，BC 这 两 
条 线段 者 相交, 这 事实 是 能 够 证 及 的 外 (参看 补 篇 了 1)， 


全 二 关联 公理 和 顺序 公理 的 推论 


从 公理 1 和 公理 工 能 扒 证 下 列 定理 ; 
定理 3 对 于 两 点 4 和 C ,直线 4C 上 恒 至 少 有 一 点 了 ,在 4 
和 CC 之 闻 , 
证 明 根据 公理 HH， 直 线 4C 
外 有 一 点 (图 4) ;根据 公理 蕊 下 
线 4F 上 有 一 点 F， 使 得 在 线段 
4F 肉 。 根 据 这 同一 条 公理 和 公理 
卫 , 真 线 FC 上 有 一 点 @, 不 在 线段 
图 1 FC 内 。 根 据 公 理 了， 直线 EG 必 
交 线 段 4C 于 一 点 了 。 
定理 4 一 直线 上 的 任意 三 点 4,8,C 中 , 必 有 一 点 且 只 有 一 
点 在 其 他 两 点 之 闻 ， 


本 下 


证 时 设 4 不 在 条 C 之 间 , 而 且 C 不 牢 4 和 8 之 吊 ， 用 鼻 
线 连接 了 和 直线 4C 外 的 一 点 D{ 图 5). 根据 公理 卫 ， 能 在 直线 
B 上 取 一 点 G， 使 得 了 在 B 和 G&G 之 间 。 对 于 三 角形 8CG 和 直 
线 4DD 应 用 公理 耳 ， 可知 直 线 4D 通过 线段 CG 内 的 一 点 2; 同 
理 知 直线 CD 通过 线 顽 4G 内 的 一 点 了 。 对 于 三 角形 4EG 和 直 
线 CF 应 用 公理 瑟 ， 可 知 DD 在 4 和 之 间 ; 再 对 于 三 角形 4EC 
和 直线 BG 应 用 公理 IL, 即 证 得 在 4 和 CC 之 间 . 

定理 5 一 直线 上 的 任意 四 点 , 异 能 如 是 记 之 为 4,8, C,D， 
使 得 记 为 的 这 一 点 既 迹 4 和 之 间 , 又 在 4 各 了 之 间 ; 而 且 记 为 
的 这 一 点 蜂 在 4 和 DD 之 闻 , 又 在 B 和 之 间 ”». 


各 


图 5 图 6 
证 明 设 4,B,C,D 是 一 直线 8# 的 四 点 ,我 们 洁 证 ; 
1. 若 8B 在 线 正 4C 内 ,而 且 C 在 线段 BD 内 , 则 B 和 5c 都 在 线 
段 4D 内 {图 6)， 根 据 公 理 ， 取 直线 8 外 的 一 点 马 ， 又 根据 公 
理 下， 到 一 点 子 ， 使 五 在 C 和 之 间 ;, 重 复 地 应 用 公理 严 和 工 ， 
可 知 线 女 BF 和 线段 4E 有 一 交点 CG， 而 且 还 知 直 线 CF 交 线 段 
DG 于 一 点 HH， 现 在 已 知 五 在线 眉 DG 内 ,而 且 从 公理 卫 。 又 知 


1》 这 证 明 源 于 太 、 瓦尔 特 (六.。 Wald7. 

*) 在 和 沉 一 版 中 , 我 们 用 本 定理 作为 一 条 公理 ，E, 昌 . 葛 尔 CE. HH. Moorey 外来 
CTrans，Math. Sec,，1902) 发 现 本 定理 是 前 文中 已 建立 的 平面 的 关联 公理 和 
顺 声 公理 的 推论 。 也 套 着 继续 这 一 工作 的 韦 布 仑 -CYcblen) {Trans. Math; 
Soc.，1904)】 和 斯 外 第 尔 CSchwaitzaf，American Journ.，1909》 的 工作 。 尝 
于 直线 项 序 公 理 的 独立 系统 EV。 部 延 幅 KE. VYV. Huntington) 有 过 详尽 的 
禾 弯 ;网 他 的 论文 “一 组 新 的 顺序 公设 连同 其 完全 独立 性 的 证 明 ”CA acw sct of 
Postulares for betweenness with proof of complete inmdependence, Trans. 
Math。 Soc。，1924， 也 套 君 Trans. Math, Soc,, 1917). 


术 在 线段 4G 内 。 青 应 用 公理 场 ， 可 知 喜 线 BE 日 通过 线 恬 4 
内 的 一 点 ， 即 C 在 线段 4D 内 .局 样 ， 能 对 称 地 证 朋 召 在 线 y 段 
AD 内 ， 
2. 车 8 在 线段 AC 内 ， 击 且 C 在 然 段 4 内 。， 则 性 也 在 线段 
BD 内 ,而 且 B 也 在 线段 4D 内 , 取 直 线 & 外 的 一 点 G， 又 取 一 点 
三 ， 使 好 在 线段 BF 内 ,根据 公理 了 工 和 了 琴 , 次 线 CF 既 和 线 有 段 A48 
无 公共 点 ,又 和 线段 BG 无 公克 点 ;所 以 很 据 公理 及， 它 也 和 线段 
4G 无 公共 点 。 既然 在线 成 4D 内 ， 则 直线 CF 交 线 妥 CD 于 
一 点 吾 。 再 根据 公理 I 和 革 ， 直 钱 开交 线 腿 BD 于 一 点 外 ,所 
以 CC 在 线段 8D 内 ， 从 论断 1 即 得 论断 2 的 其 余部 分 . 
现在 设 给 定 了 一 直线 上 的 四 点 , 先 队 这 四 点 中 任意 选 出 三 点 . 
根据 定理 4 和 公理 下, 这 三 点 中 从 有 一 点 在 其 他 两 点 之 间 . 前 一 点 
用 如 表 示 , 后 两 点 用 P 和 RR 表示 。 用 5 喜 示 由 点 中 的 最 后 一 已, 再 
根据 公理 全 和 定理 4, 关于 5 的 位 置 , 只 能 区 分 为 下 列 五 种 情形 : 
呈 在 PP 和 之 间 ; 
了 在 丸和 3 之 间 ; 
SS 在 了 和 R 之 疝 ,而 且 同 时 : 
或 者 人 8 在 P 和 5 之 间 ， 
或 者 5 在 Pf 种 避 之 间 ， 
， 或 者 P 在 @ 和 3 之 呵 ， 
前 外 种 可 能 性 都 满 是 论 斯 2 的 假设 ， 而 最 后 一 种 可 能 性 满足 论断 
1 的 假设 品 , 故 定理 5 得 证 ， 
定理 6{ 定 理 5 的 推广 ) 一 直线 上 的 任 准 有 限 个 点 ， 生 能 如 
是 记 之 为 4, B,C ,DD,E, ,大 (图?)， 使 得 记 为 B 的 这 一 点 
在 4 和 C, 或 D， 或 上 ，: :或 之 间 , 而 且 C 在 4, 或 38, 利加 ， 
.或 五 ,……， 或 玉 之 间 ，D 在 4， 或 3 或 CC 和 EE,"…, 或 KK 之 间 ， 
` 短 等 。 除 此 以 外 ,只 还 有 招 这 些 点 茵 倒 记 之 为 天 ,五 ,了 DC， 


如 BB yy EFE 


i i A a 


B, 4 的 这 一 个 办 法 ,使 得 仍 具 有 上 述 的 竹 质 92 
定理 7 一 直线 上 的 任意 两 点 之 间 忆 有 无 限 多 个 点 97, 
定理 8 一 平面 a 上 的 每 一 直线 *， 把 这 平面 c 上 其 杂 的 点 ， 

分 为 具有 下 述 性 质 的 两 个 区 域 ， 

一 个 区 域 的 每 一 点 4 和 另 一 区 域 

的 每 一 点 如 所 决定 的 组 裔 4 内 ， 

必 含 有 直线 4 的 一 点 {图 办; 而 

间 一 个 区 域 的 任意 两 点 4 和 4 所 

决定 的 线 眉 44' 内 , 不 合 有 直线 

a 的 点 5 
定义 ”我们 说 4 和 4 这 两 由 8 

点 在 平面 a 上 直线 a 的 司 便 (图 8), 而 4 和 了 这 两 点 在 平面 & 上 

但 线 a 的 异 便 . : 
定义 设 4,4', 0 和 8 是 一 直线 a 上 的 四 点 (图 9), 而 0 在 

4 和 8 之 闻 , 但 不 在 4 和 4’ 之 间 ， 4 和 4 这 两 点 则 说 在 a 上 点 

的 同 侧 ,而 4 和 5 这 两 点 则 在 qa 上 点 的 异 便 , 直线 a 上 点 0 

的 辣 侧 的 点 的 全 体 ,做 从 点 0 起 始 的 一 条 射线 ;天 此 一 直线 的 每 

一 点 把 这 直线 分 成 两 条 射线 27. | 


上 A 如 8 二 


图 9 


定 尺 ”一 组 线 殴 48B，BC，CD，… 政工 做 一 条 折线 段 ， 
它 连 结 4 和 工 这 两 点 ,为 简便 计 , 这 折线 妥 也 用 4BCD: :KL 并 
- 示 。 线 奶 48,BC,CD,…… ,KL 内 的 点 和 4,B,C,D,*.,K,L 
这 些 点 都 叫 微 这 折线 段 的 点 ,者 4,8,C,D,-…, 玉 ,， 工 这 些 点 都 
在 一 个 平面 上 ,而 且 世 和 4 是 同一 个 点 ,这 折线 性 就 叫 艇 一 个 条 边 
形 ,多 边 形 用 48CD:… KK 表示 。 线 攻 48,，B8C, CD,.…, Kd 
也 叫做 这 多边 形 的 边 。 点 4,， B,C,D,-……, 玉 ， 岂 化 多 边 形 的 顶 
点 。 者 一 个 多 边 形 有 三 个 ,四 个 ,…*, 或 # 个 顶点 , 它 就 分 别 叫 做 三 
角形 ,四 角形 ,… ,或 nn 角形 ， 


定义 ”车 一 个 多 边 形 的 顶点 各 各 不 同 ， 它 的 任 一 边 内 不 含有 
项 点 ,而 县 它 的 任意 两 边 无 公共 点 ,这 个 多 边 形 就 叫做 简单 的 多 边 
形 。 


利用 定理 8 得 到 下 列 两 条 定理 ( 参 君 补 篇 和 未 尾 中 的 文献 ): 
定理 9 一 平面 w 上 的 每 一 个 简单 的 多 这 形 ， 把 平面 e 上 其 
佘 的 点 ( 即 平面 上 的 ,而 不 在 这 多 
边 形 的 折线 展 上 前 点 ), 分 为 具有 下 
述 性 质 的 两 个 区 域 ,一 个 内 域 ,一 个 
外 域 .车 4 是 内 域 的 一 个 点 (内 点 )， 
而 且 B 是 外 域 的 一 个 点 (外 点 )， 则 
平面 上 每 一 条 连结 4 和 下 的 折线 
相 ， 至 少 和 多 这 形 有 一 公共 点 ; 反 
图 1 之 , 医 4 和 4A' 是 内 域 的 两 个 点 ， 而 

上 且 8 和 B? 是 外 城 的 丽 个 点 ， 则 平面 上 恒 有 连结 4 和 4 的 折线 
' 段 ,和 连结 了 和 B’ 的 折线 眉 , 它 们 都 和 多 边 形 无 公共 点 ,在 这 两 个 
区 域 适当 的 记 为 内 球 和 外 域 的 情形 下 ， 平 面 w 上 人 恒 有 完全 在 外 城 
中 的 吉 线 ,但 无 完全 在 内 域 中 的 直线 (图 10]ca， 

定理 10 每 一 平面 把 空间 的 其 余 的 点 和 分 为 具有 下 述 人 性 质 
的 两 沾 区 域 ， 一 区 域 的 每 一 点 4 和 男 一 区 域 的 每 一 点 8 所 决定 的 
线段 48 内 ， 必 含有 a 的 一 点 ; 反之 ,同一 区 域 的 任意 两 点 4 和 
4" 所 决定 的 线 眉 44 内 , 恒 不 含有 = 的 点 aq. 

定义 ”用 定理 10 中 的 记 法 ， 我 们 说 ， 4 和 4 这 两 点 在 空间 
中 平面 « 的 同 侧 , 而 4 和 3B 这 两 点 在 空间 中 平面 a 的 异 例 . 

定理 10 表示 出 关于 空间 元 素 的 顺序 的 最 重要 的 事实 。 这 
些 事 实 所 以 只 是 前 此 所 讨论 的 公理 的 推论 。 第 二 组 公理 中 并 不 需 
要 新 的 空间 公理 ， 


5， 第 三 组 公理， 合同 公 通 


本 组 公 班 规定 “合同 ”这 个 概念 ， 利 用 它 就 可 以 规定 运动 的 


雪 时 捍 


概念 . 

线 眉 间 可 一 定 的 相互 关系 ， 我 们 用 “合同 "或 “相等 ”这 个 词 来 
描述 67. 

ID 设 4 和 是 一 直线 4 上 的 两 点 ，A' 是 这 审 线 或 另 一 直 
组 2 上 的 一 点 ， 而 且 给 定 了 查 线 和 上 A' 的 一 侧 ， 则 在 宜 缆 4 上 
由 的 这 一 侧 ， 恒 有 一 点 百 ， 使 得 线段 4B 和 线段 4'B' 合同 或 本 
等 ;用 记号 表示 , 即 

AB = A'B’ 

这 条 公理 要 求 线段 迁移 的 可 能 性 。 它 的 唯一 性 ， 将 在 以 后 予 
及 证 朋 ， 

我 们 晶 用 4，8B 其 点 所 成 的 点 组 规定 一 条 组 眉 ， 井 用 48 或 
84 表示 ， 所 以 我 们 在 线 医 的 定义 里 ,并 不 考虑 这 贾 点 的 顺序 ; 因 
此 下 列 四 个 合同 式 的 意义 和 相同: 

AB= A'B', ARB= BA4, BA= A'B', BA= BA 

ITI， 车 两 线 盘 4B 和 A4"B” 客 和 另 一 线段 4B 会 同 ， 则 过 
两 线段 4°B' 和 A"B” 也 合同 ; 兽 言 之 ; 车 两 线段 者 和 第 三 线段 合 
同 , 则 它们 披 此 也 竺 合同 。 

合同 或 相等 只 是 由 这 两 条 从 理 才 引 人 几 和 何 的 , "每 一 条 线 距 和 
它 窒 己 合同 ”, 绝 不 是 自明 的 事实 ， 但 它 可 由 前 两 条 公理 推出 现 
证 明和 如 下 如果 我 们 把 线段 48 迁移 到 任意 一 条 射线 上 ， 使 它 和 
4 了 合同 ;然后 应 用 公理 HD 到 下 列 的 式 子 : 

4 有 二 dd 

以 此 为 基础 ,再 应 用 公理 HL2， 还 能 证 明 线 段 的 合同 有 对 称 性 
和 传递 性 , 即 下 列 两 定理 成 立 : 

车 . 4AB 二 A'B' 


则 : 
AB'= AB 

车 AB= .A’°B' 
而 且 A’B’ = A”B”* 


划 AB 寺 A"B” 


因为 线段 的 合同 有 了 对 称 性 ， 我 们 才能 说 。 两 线段 “互相 合 
同 ”. 

IH:， 设 两 线段 4B 和 BC 在 同一 直线 4 上 ,无 公共 点 , 而 和 且 
两 线段 4'B' 和 B'C' 在 这 直线 或 另 一 直线 a 上 亦 无 公共 点 {图 
11)。 营 


图 11 


AHB 尘 AB ” 而且 BC 二 BC 
ED < 三 
这 条 公理 要 求 线段 能 够 相 如 - 

就 象 处 理 线段 的 迁移 事 样 ,现在 我 们 要 滞 样 地 处 理 角 的 迁移 . 
不 过 ,我 们 除了 用 公理 要 求 角 的 迁移 的 可 能 性 外 ,还 必须 要 求 它 的 
唯一 杜 ,至 于 传递 性 和 可 加 人 性 , 则 将 能 予以 证 朋 . 

定义 没 。 是 尾 一 平面 ,而 且 广 和 名 是 x 上 的 ,从 一 点 0 起 始 
的 ,不 属于 同一 直线 的 两 条 射线 ,我 们 把 这 一 对 射线 和 丰 所 成 的 
线 组 叫做 一 个 角 , 用 一 (6。 和 或 人 (, 有 ) 表示 。 射线 大 和 大 叫做 
这 个 角 的 边 ;点 叫做 这 个 角 的 顶点 ， 

根据 这 定义 ,平角 和 山 角 (大 于 平角 的 角 ) 都 不 在 考 典 之 中 、 

设 射 线 记 属 于 直线 射线 属于 直线 玉 、 这 两 条 射线 和 
， 和 0 这 个 点 一 起 ， 把 a 上 其 余 的 点 分 成 两 个 区 域 ， 所 有 的 点 ， 
在 站 的 大 便 ( 即 二 的 点 所 在 的 那 一 仙 ) 的 ,又 在 互 的 不 侧 的 , 思 做 角 
一 (5 和 的 内 部 ,或 者 说 是 在 角 内 ;其 余 的 点 叫做 外 部 ， 或 者 说 是 
在 第 外 . 

根据 第 一 组 们 第 二 组 公理 , 易 知 ， 这 两 个 区 域 各 含有 点 ,连结 
角 内 两 点 的 线段 完全 在 角 内 。 同 祥 易 证 ， 若 点 五 在 4 上， 而 且 点 
开 在 玉 上 , 则 线 毁 HK 完全 在 角 内 ,一 条 以 点 0 起 始 的 射线 或 省 完 


s 内 » 


全 在 角 内 ,或 者 完全 在 第 外 ;一 条 完全 在 角 内 的 射线 与 线段 HK 有 
交点 。 基 A 是 一 个 区 堪 的 一 点 ,而 且 3 是 男 一 个 区 域 的 一 点 , 则 每 
一 条 连结 4 和 8B 的 折线 段 或 者 通过 点 0 或 者 入 或 所 到 少 有 一 
交点 ;反之 , 若 4 和 4' 是 同一 个 区 域 的 两 点 , 则 恒 有 一 条 连结 4 和 
A 的 折线 , 它 既 不 通过 点 D 口 ， 又 和 天 和 下 无 交点 9 

角 与 角 之 间 有 一 定 的 相互 关系 。 我 们 用 "合同 ”或 "相等 "这 个 
词 来 表示 它 。 

HE， 设 给 定 了 一 平面 8 上 的 一 个 角 一 (二 ，A)， 一 平面 和 上 
的 一 直线 4， 和 在 四 上 a' 的 一 向. 设 入 是 a 上 的 ,从 一 点 0 起 
拓 的 一 条 射线 ， 则 平面 x 上 恰 有 一 条 射线 癌 ， 使 一 (5 有) 与 
一 (8, 症 ) 合同 或 直 等 ,而 且 使 二 (天 让 ) 的 内 部 查 的 这 给 定 了 
” 欧 一 侧 ; 用 记号 表示 ， 即 

ZOER) = Zh) 
每 一 个 前 和 它 自己 合同 , 即 
PA | 

我 们 也 简单 地 说 ， 每 一 个 角 都 能 用 唯一 确定 的 方式 迁移 中 到 
一 个 给 定 了 的 平面 上 ,使 它 灌 著 一 条 给 定 了 的 射线 ,并 且 在 这 射线 
的 给 定 了 的 一 侧 . 

如 同 线段 我 们 不 考虑 它 的 方向 ， 在 角 的 定义 中 我 们 也 不 考虑 . 
旋转 方向 。 因 此 ,下 列 式 子 

(二 (有 
(和 
意义 和 相同. 

设 召 是 怀 (和 的 顶点，4 和 @ 分 别 是 边 训 和 天 的 一 点 ， 这 
个 角 也 用 4BC 或 一 下 表 示 , 角 有 时 也 用 小 写 希 腊 字 母 表示 ， 

Ts。 著 两 个 三 角形 0 ABC 和 A'B'C' 有 下 列 合同 式 

AP= A'B', AC= A'C, LBACE LB'AC' 

则 也 恒 有 合同 式 


1) 此 处 及 以 后 总 仍 设 一 个 三 角形 的 三 个 项 点 ?不 在 一 直线 上 ， 


APC LABC’ 
三 角形 的 疑 念 在 第 7 页 上 已 经 有 了 定义 ,只 吉 要 交换 记号 , 即 
得 ;在 公理 1T; 的 假设 之 下 ,下 列 两 个 合同 式 都 成 立 
ABCE LAB'C'’, “TACB = LAC'B', 
公理 IH ,只 论 到 线 攻 的 侣 间 , 因 开 可 以 叫做 第 三 组 公理 中 的 
直线 公理 ,公理 LI 论 到 角 的 合同 。 公理 IT 把 线段 的 台 间 和 和 角 
的 合 周 丽 个 概念 联系 起 来 . 公理 
A I 和 IT 论 到 平面 几何 的 元 素 , 天 
© 此 可 以 叫做 第 三 组 公理 中 的 平面 公 
理 ， 
AN 线段 的 迁移 的 唯一 途 ， 能 应 用 
4 #84"” 公理 1 从 角 的 迁移 的 唯一 性 推 证 
图 2 了 出 来 。 用 反 证 法 ， 假 如 把 线段 4B 
迁移 到 一 条 从 4' 起 始 的 射线 上 , 能 得 着 不 同 的 两 点 5" 和 8” (图 
12). 在 直线 4'8' 外 取 一 点 C'， 我 们 就 有 下 列 合同 式 
AB SAB’, AC=AC, HAC LABAC 
根据 公理 I;， 得 


ZAC'B’ = ZACB” 
这 和 公理 II 中 要 求 的 角 的 迁移 的 唯一 性 着 盾 . 


§6. 合同 公理 的 推论 


定义 两 角 共 顶 点 , 共 一 一 过 ,而 且 不 公共 的 责 岂 合成 一 条 直线 
的 ,叫做 邻 补 前 ， 两 角 共 项 点 ,而 且 它 们 的 边 合成 两 条 直线 的 ， 叫 
散 对 顶 衣 ， 一 个 箱 和 它 的 邻 补 角 合 同 的 ， 时 做 直角 . 

我 们 依次 证 明 下 列 定 理 ， 

定理 11 车 一 个 三 角形 中 的 两 边 合 疝 ,和 这 两 边 相 对 的 两 角 
就 也 合同 ; 即 : 等 夯 三 角形 的 底 秆 礼 等 ， 

本 公理 是 公理 I 和 公理 IE 的 来 一 部 分 的 推论 上 

定义 ” 若 两 个 三 角形 4BC 和 4 8'C" 有 下 列 所 有 的 合 疝 式 


和 了 之 生 


rr - 


4 有 旺 A4°B’, CC 了 Cs 
LA LA, LB LAB, LC 
就 说 三 骨 形 48C 合同 于 三 骨 形 二 BC 
定理 12 (三 角形 的 合同 定理 一 ) 若 两 个 三 角形 ABC 和 
万 '8'C” 有 下 列 合 周 式 
AB = AB', AC= AC', LA LA 
出 三 角形 4BC 就 合同 于 三 角形 4BC 
证 明 根据 公理 n;， 下 列 合同 式 
Be LB, LAC LC 
也 成 立 , 所 以 还 只 需要 证 朋 合 同 式 BC 三 BC'"， 用 反 证 法 ， 假 设 
BC 不 合同 于 Be 在 从 五 起 始 的 射线 了 BC 职 一 点 D' (图 13)， 
使 BC = B'D'。 应 用 公理 IT 到 4BC 和 4 8'D' 这 两 个 三 角形 ， 
得 BAC 二 人 B'A4'D'， 因此 BAC 既 合 同 于 之 B84'D', 又 合同 
于 一 5 sd 这 是 不 可 能 的 ,因为 根据 公理 HH 和 角 的 迁移 (迁移 到 
一 平面 上 ， 语 着 给 定 了 的 一 条 射线 ， 而 且 在 这 射线 的 给 定 了 的 一 
便 ) 有 唯一 性 ， 这 就 证 明了 三 角形 4BC 合同 于 三 角形 4'B'C". 


册 样 地 易 证 : 
定理 弛 (三 角形 的 合 周全 更 二) 车 两 个 三 角形 48C 和 


4 BC 有 下 列 合同 式 
AB = AB', LA Ld, LB 人 LB 
则 三 前 形 4BC 就 合同 于 三 角形 4 8B’C'Dal, 
定理 14 车 4BC 合同 于 4B'C'， 则 <C4BRC 的 令 补 前 
CBD 也 合同 于 和 A4'8'C' 的 邻 补 和 角 和 CB8'D'， 
于 3 +* 


|- er ” 
由 rp P| 
图 14 


使 
AB = AB', CB CB’, DB DB 
从 定理 12, 得 三 角形 48C 合同 于 三 角形 4 了 C ， 因 此 得 侣 同 式 
4 三 4 和 LBAC = 一 有 
根据 公理 ID， 线 放 4D 和 线段 4'D 合 间 , 再 从 定理 12， 得 三 角 
形 CAD 合 间 于 三 角形 C 4D ， 因 此 得 合同 式 
CCD 和 LADC = ZAD'C’ 
然后 应 用 公理 II 到 三 角形 BCD 和 三 角形 B'C'D'， 得 
CEB 三 ZLOB'D 
定理 14 的 一 个 直 按 推论 : 对 项 角 合 同 . 


此 外 ,从 这 条 定理 还 可 推 证 :直角 ( 珊 第 12 页 ) 存 在 .证明 如 下 : 


把 任意 一 个 角 , 迁 移 到 沿 着 一 条 从 点 口 起 始 的 射线 04 , 而 且 迁 移 
到 这 射线 的 两 侧 {图 15)， 在 这 两 个 角 的 另 两 边 上 , 取 钱 段 03 王 
OC， 线 刀 BC 交 射 线 04 于 一 点 D， 若 点 品 就 是 点 DO， 和 人 BOA 
和 COA 是 台 同 的 邻 社 角 ,所 以 是 直角 .车 疡 在 射线 O04 上 ， 从 
作 图 得 DOB = 三 DODC， 若 只 在 另 一 条 射线 上 ， 从 定理 14 也 
得 到 这 个 合同 式 、 根 据 公 理 HU ， 每 一 线 毁 和 它 自 已 合同 0 了 兰 
OD， 所 以 根据 HI， 得 二 DDB 二 OPDCCL 


B 8 
0 DA A 
C 所 


.和 


证 明 在 通过 点 B' 的 三 条 边 上 ， 取 点 4，C 和 D' (图 14)， 


定理 15 设 4,* 和 /是 一 平 莉 8 上 的 ,从 一 点 口 起 始 的 三 条 
射线 (图 16), 而 且 #r, 看 和 让 是 一 平面 a 上 的 、 从 一 点 0' 起 始 
的 三 条 射线 , 又 设 上 和 有 在 工 的 同 侧 或 异 侧 时 ,大 和 克也 分 别 在 
六 的 同 侧 或 异 催 ， 这 时 车 

LA DD ZAR) WLR LR) 
则 
hk) ms (hk) 


围 性 

证 明 本 定理 可 分 为 两 种 情形 。 第 -一 种 情形 ， 和 外 在 1 的 
向 侧 ; 第 二 种 情形 ; 谍 和 起 在 1 的 异 仙 ,我 们 只 证 明 第 一 种 情形 ; 
应 用 定理 14 就 可 以 把 第 二 种 情形 化 作 第 一 种 情形 。 在 第 一 种 情 
形 下 ， 根 据 候 设 , 大 和 二 也 在 六 的 辣 侧 ， 从 第 10 商 , 或 者 站 在 
< 人 号 肉 ， 或 者 让 在 一 (1 内 中 。 我 们 能 人 很 设 已 如 此 选 定名 
称 , 使 天 在 二 (六 肉 ， 在 边 下 ,天 和 上 分 别 取 点 天 天， 工 和 
LL , 梧 OK 到 OK’ 和 OL 二 OL ， 从 第 10 页 上 的 一 条 定理 ,4 交 
线段 KL 于 一 点 如 .在 h 上 取 一 点 二 ,使 08 二 0'H。 应 用 定 
理 12 镜 OLFHF 和 OL'F 这 两 个 三 角形 ,也 应 用 到 OLK 和 OL'K 
这 两 个 三 角形 ,得 下 列 合 同 式 | 
: ZOLH= ZOLH, ZOLK LOL'K’ 

LHaLH, LKE LK’ 

和 合同 式 - 
ZOKRLE ZOR'L 

根据 公理 IT， 每 一 个 钊 都 能 唯一 地 迁移 到 一 平面 上 , 鳄 它 沿 
蔷 一 条 给 定 了 的 射线 ,并 且 在 这 射线 的 给 定 了 的 一 全 :又 根据 仍 设 


1 1S 所 


寺 入" 在 ! 的 园 一 侧 ; 从 上 文中 的 前 两 个 关于 芭 的 台 同 式 可 知 : 
H 在 线段 L'K 上。 因此 根据 公理 IE， 易 知 : HK 二 HK'. 已 
经 有 了 合身 式 OK 二 OK’, HE 二 HK' 和 OKL 诗 人 OK'L’, 
理应 用 公理 HT;， 即 证 得 本 定理 3， 

类 似 地 我 们 能 推 证 下 述 事 实 ; 

定理 16 设 平面 ss 上 的 近 (, 旭 合同 于 平面 x 上 的 人 (上 ,站 )， 
而 且 1! 是 平面 4 上 的 、 从 和 解 之 (4, 友 ) 的 顶点 起 始 的 ,在 这 前 内 的 一 
条 射线 .这 时 平面 a 上 得 恰 有 一 条 从 乙 (#, 尼 ) 的 顶点 起 始 的 在 
人 (六,)】 内 的 射线 下 ， 使 

LA LF) 和 RD LR TDA 

为 了 要 得 到 合 向 定理 三 和 角 的 合同 的 对 称 性 ,我们 先 从 定理 
15 导出 下 述 罕 理 ， 

定理 17 若 两 点 Z, 和 2Z; 在 直线 XY 的 弹 侧 ， 而 且 XZ 二 
XZ 和 YZ YZ YN LXRYZ, = LXYZ,, 

证 明 从 定理 11， XZZy 三 AXZZ1 和 YZ212 ;== 
<2YZZE: (图 17)。 再 从 定理 1527 得 合 
同 式 <XZJY 三 ZXZ4Y (车 六 或 了 在 
有 3 线段 ZZ, 上 ， 这 合 向 式 更 易 证 朋 }。 饭 
经 有 了 这 合同 式 和 假设 中 的 两 个 合同 式 
XZ, 三 多 Z，,，Y Zi 三 了 YZ, 再 应 用 公理 
11;，、 即 得 所 要 证 的 合同 式 XYZi= 

图 1 LRYZ,. 

定理 18 {三 角形 的 合同 定 更 三 ) 若 两 个 三 角形 48C 和 
8'C" 的 每 对 对 应 边 合 同 , 则 这 两 个 三 角形 就 合同 . 

证 明 由 于 第 9 页 上 证 明了 线段 合同 的 对 称 性 ， 现 在 只 需要 
证 明 三 角形 4BC 合 冯 于 三 角形 4 8'C"( 图 18). 把 BAC 迁移 到 
三 角形 4 BC 的 平面 上 , 沿 着 从 A 起 始 的 射线 《CC 在 45 的 
两 介 。 迁移 后 所 得 到 的 两 个 角 ， 有 了 两边 在 射线 4C' 的 两 侧 ， 在 
4 的 下 出 的 这 边 上 ， 取 一 点 Bo, 使 4 拟 三 4B; 在 4'C' 的 
舅 一 催 的 这 边 上 ， 有 取 一 点 3， 使 48” 二 43。 从 定理 12， 得 
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图 18 
BC 二 BoC' 和 BC s BC'、 根 据 公开 I0,， 从 上 述 的 合 局 式 和 
假设 的 合同 式 分 别 得 
AB"= ABo, BC BC’ 
和 . 
AB"= 4B, BC'= BC 

所 以 定理 17 的 假设 , 不 但 4'B“C’ 和 4'B8oC' 这 两 个 三 角形 
满足 ， 而 且 43”C" 和 A B'C” 这 两 个 三 角形 也 满足 。 因此 ， 
ZB"AC = ABA'C, 而 且 LB"ATC' 全 二 她。 根据 公理 
IN， 把 一 个 角 迁 移 到 一 个 平面 上 , 沿 着 一 条 给 定 了 的 射线 ， 并 且 
在 这 射线 的 给 定 了 的 一 侧 ,只 能 得 着 一 个 角 。 记 以 射线 4 了 就 是 
射线 4B'; 即 把 <B4C 迁移 到 沼 着 4C'， 在 AC' 的 也 侧 所 
得 到 的 角 就 是 一 B4C 已 经 有 了 合同 式 人 BAC 三 ZB8'4A'C 和 
假设 的 线段 合同 式 ,再 应 用 定理 12， 即 证 得 本 定理 . 

定理 19 车 两 个 角 二 (名 光 ) 和 一 (如 )，。 都 合同 于 第 三 个 
角 一 人 有。 则 二 (不 光 ) 也 合同 于 之 (8, 和 3, 

本 定理 相当 于 公理 三 ;， 宪 也 可 以 如 下 表述 : ”车 两 个 角 合同 
于 第 三 个 角 , 则 这 两 个 角 互 相合 同 ， 

证 明 设 这 三 个 角 的 顶点 分 别 是 0 ,0"”， 和 0。 在 这 三 个 角 
的 各 一 边 上 分 别 取 点 4， A" 和 4, 使 0d=0O4 和 0" 人 天 
O04 (图 19)， 同样 地 ， 在 这 三 个 角 的 另 一 边 上 分 别 取 ，B” 和 
B, 使 DB = 0OB 和 0"8"=03。 有 了 这 些 合同 式 和 展 进 的 


1》 第 一 版 中 用 本 定理 作为 一 条 公理 ,上 上 定理 的 证 明 源 于 A。 夫 淋 乾 尔 《A，Resem 
thal); 大 看 Math，Ann， 卷 ?1 , 现在 的 公理 和 1 的 修 计 形式 也 源 于 他 ; 参 
时 Math。 Ann, 和 着 69- 
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两 个 合同 式 (太一 民 ( 玫 )， 民 [的 王 开 (6 有) 再 识 
用 定理 12, 即 得 合同 式 
4 了 s 4 有 和 A"B”= .AB 

根据 公理 三,, 8 0 和 4”8”0” 这 两 个 三 角形 的 三 对 按 都 

合同 ,因此 ,再 根据 定理 18 得 
LW) = A) 

从 公理 IT, 知道 线 眉 的 合同 有 对 称 性 .同样 地 , 从 定理 19 也 
知道 角 的 合同 有 对 称 狂 ， 即 : 若 <e 一 ZB8， 则 Le 和 8 互相 合 
同 。 证 有 明了 角 的 合同 有 对 称 性 之 后 。 竺 别 是 定理 12 一 定理 14 的 
氢 述 ,都 可 以 改 为 对 称 的 形式 了 。 

现在 ,我 们 能 进而 建立 角 的 景 的 比 统 即 角 的 大 小 的 比较 ， 

定理 0 设 给 定 了 任意 两 个 角 人 (4,*) 和 过 (4 ,1)， 设 迁 
移 作 (4, 到 沿 着 ,而 且 在 hr 的 7 个 时 ， 所 得 到 的 射线 是 ; 
又 迁移 和 (17) 到 沿 着 ,而 且 在 的 多 侧 时 ， 所 得 到 的 射线 是 
4 这 时 ,着 六 在 《站 内 , 则 1 在 (4,《) 外 其 逆 也 成 立 (图 
20). 

证 明 假如 1 在 过 (4,) 内 .既然 芝 ( 思 和) 王 ( 声 , 和 )， 从 


» 用。 


定理 16， 之 (#r， 大 ) 内 有 一 条 射 强 让 (图 21), 使 和 (4, 站 三 
达 ( 玉 ,下 )， 根据 假设 以 及 衣 的 合同 的 对 萄 人 性， 人 (4,1) 拓 人 (六 ， 
门 ; 【和 当然 不 基 同 一 条 射线 ,所 以 ,这 合同 式 和 公理 10 所 说 
的 角 的 迁移 的 唯一 性 矛盾 ， 其 逆 能 同样 地 证 级。 


定义 ” 在 定理 20 中 , 迁移 人 (4, 4)》 而 得 到 的 射线 是 如， 若 
蕊 在 之 ( 疡 ,了 内， 我们 就 说 ， 一 全 机 小 于 人 (A*, 1')， 用 记号 
全 ,和 之 Zth ,1) 表示; 若 古 在 人 (1, 外， 我 们 就 说 ; 
之 {82 不 ) 大 于 人 (4' ,1)， 用 记号 上 4, 和 > 到 人 表示 ， 

因 下 ,两 个 衣 c 和 8 恒 丛 适合 下 列 三 种 情形 之 一 : 

eo<p 和 Pe cs, w>p MPa 

角 的 大 小 的 比较 有 传递 性 , 即 : 若 有 下 列 三 种 情形 : 

1 mp 2 Per damp p>+ 之 
一 ; 则 | 


FT Oy 


能 从 公理 I， 公 理 TH,_，, 和 第 12 页 上 所 证 朋 的 线段 的 迁移 的 
唯一 广 ， 直 氟 推 得 线 好 的 量 的 比较 即 线 股 的 长 短 的 比较 以 及 它 的 
有 关 性 质 ， 

下 述 的 简单 定理 , 欧 几 里 得 ( 依 我 的 意见 基 不 正确 的 用 来 作为 
公理 之 一 :根据 角 的 大 小 的 比较 ， 我 们 现在 就 能 证 明 这 条 定理 。， 

定 再 21 所 有 的 直角 都 互相 合 司 。 


* 德 文 版 无 此 两 字 ， 俄 译本 有 水 两 字 一 一 译 者 入 、 
® 19 + 


证 明 ? 根据 定义 ,一 个 角 合 同 于 它 的 两 个 邻 补 关 之 一 :的 也 做 
直角 ， 设 角 w[ 即 之 (#,!)] 和 簿 背 [ 即 二 (有 门卫 瑟 为 邻 补 阴 ， 角 
w' 和 和 Bp' 也 百 为 邻 补 角 。 而 且 % 三 8， eu 三 中。 现在 假定 本 定理 不 
成 立 ， 即 a 不 合同 于 a， 因 此 车 迁 欧 角 af 到 沿 着 4， 而 且 在 到 的 

! 侧 ， 我 们 得 到 一 条 和 ! 不 同 的 射线 *。 所 以 或 者 在 角 4 内 ， 
或 者 企 角 内, 着 1!" 在 角 s 内 , 则 
LZR) Lo, ep, p< LKR) 

根 锯 角 的 天 小 的 比较 的 传递 性 , 即 得 (4,1) 之 和 (R41)， 

但 另 一 方面 ,从 假设 和 定理 14 有 
LZ) ep, Fm LR) 


由 此 可 得 

Zh) LN) 
这 和 关系 人 ,1) 之 天 全: 六 ) 相 了 矛盾 。 若 二 在 角 户 内 , 则 同 冬 
能 得 色 市 盾 。 所 以 本 定理 得 证 ， 


图 22 


定义 ”一 个 角 大 于 它 的 邻 补 荐 的 ,也 就 是 天 于 一 直 和 的 ,叫做 
鲁 弟 ;小 于 它 的 邻 补 角 的 ,也 就 是 小 于 ~ 直 和 角 的 ;叫做 锐角 . 
外 角 定 理 是 一 条 基本 定理 , 它 在 欧 几 里 得 & 几 何 原 本 # 中 , 占 了 


12 这 个 证 明 的 思想 早 为 欧 几 里 得 亿 几 何 原本 交 的 广 解 者 普 克 备 《Prokluy) 所 
发 现 : 不 过 他 不 是 用 定理 14 而 是 月 下面 的 俱 股 :一 个 直 前 经 过 迁 敬 永 赤 得 到 
另 一 个 直角 , 亦 即 ,得 到 和 其 名 补 表 相等 的 角 ， 

PP Y， 英 克 (b。Vee Eecke) 册 将 辟 项 克 鲁 的 注解 进 行 靶 译 : 节 名 是 *< 普 民 克 
着 ! 时 本): 关于 欧 几 里 担 原 本 第 一 着 的 往 解 并 Preclus de Lycie: Les Coinrme- 
ntaires SuUr Le Premier livre dea dléments dBuclide). 此 书 并 法 有 引言 蔗 注 世 ， 
发 表 在 下 文中 :Colleetion de Travauwx de LAcad jinternat, dhiatoire des 
Sciences, No 1, Brigge 1948. 
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很 重要 的 地 位 ;一 系列 的 重要 事实 ,可 以 从 它 推 证 ， 

定义 三 角形 4BDC 的 <d4BC， 一 BC4 和 一 C4B， 叫 做 这 
三 角形 的 内 肖 简 称 南 :它们 的 邻 补 角 叫 做 这 三 角形 的 外 角 ， 

定理 2 {外人 角 定 理 ) 在 三 角形 中 一 个 外 和 角 , 大 于 其 任 一 不 相 
领 的 内 和 名。 

证 明 设 <C4D 是 三 角形 4BC 的 一 个 外 角 ( 图 23)。， 取 一 
点 DD, 使 AD= 二 CB， 


图 23 图 24 


先 证 朋 <CAD 半 AACB. 用 反 证 容 , 设 人 CAD 二 CC 
因为 4C 三 C4， 从 公理 ,I 得，LAACD 二 上 C4B， 从 定理 14 
和 定理 19。 又 得 ; ”一 4CD 合 同 于 468 的 邻 补 角 ， 根 据 公 理 
II ， 吕 就 变 在 直线 CB 之 上 ;这 结论 和 公理 L 牙 盾 。 所 以 

CADE AACH ， 

必 C4D < 一 4CB 也 不 可 能 。 用 芭 证 法 ， 假 如 这 是 可 能 的 

(图 24), 迁移 外 和 角 和 C4D 到 洛 着 从 C 起 始 的 射线 C4， 而 且 在 
c4 的 8 侧 。 因 此 而 得 到 的 角 的 一 边 在 之 4CB 内 ， 从 而 交 线 段 
AB 于 一 点 8B。 对 于 三 角形 48'C 说 , 它 的 外 角 人 C4D 就 要 合同 
于 4 CB8'. 但 上 一 自已 经 证 明了 ,这 是 不 可 能 的 ， 所 以 就 只 能 
CAD> ACH 
” 邮 禅 知道， 一 C4D 的 对 顶 角 大 于 一 4BC( 图 24)。 从 对 项 
角 欧 合同 和 第 的 大 小 的 比较 的 传递 性 ,得 
“CAD> ABC 


定理 得 证 ， 
下 列 诸 定 理 是 外 和 角 定 理 的 重要 推论 . 
二 下 


定理 3 “在 三 角形 中 , 丘 边 所 对 的 和 角 大 于 短 边 所 对 的 角 ， 

证 明 ”考虑 长 短 不 局 的 两 边 ,把 这 条 短 边 迁移 到 这 条 :长 边 上 ， 

并 且 从 它们 的 共同 顶点 处 开始 {图 25). 

因为 角 的 大 小 的 传递 性 ,从 定理 11 和 定 

理 22, 即 证 得 本 定理 ， 

六 E 定理 哎 若 三 角形 有 卫 角 合同 , 则 
图 25 有 了 两边 合 间 ， 

这 是 定理 11 的 选 定理 ,也 是 定理 23 的 直接 推论 ， 

从 定理 22， 还 能 很 简单 地 证 得 下 述 的 、 三 角形 的 合同 定理 二 
的 补充 ， 

定理 35 车 两 个 三 角形 4BC 和 4'B'C' 有 下 列 合 同 式 

AB= A'B', LA ZA, LC LC 
则 这 两 个 三 角形 就 合同 9, 

定理 26 ”每 一 线段 痢 能 二 等 分 。 

证 明 设 48B 是 任 一 线段 ( 取 含 有 48B 的 任 一 平面 )]， 用 4 做 
顶点 ,用 射线 48 做 一 边 , 在 (这 平面 上 ) 直 线 48 的 一 侧 做 一 个 角 
a， 用 如 向 顶 点 ,用 射线 B4 做 一 边 ,在 (这 平面 上 ) 直线 84 的 另 
一 傅 也 做 一 个 戎 = 在 这 两 个 角 的 另 酌 边 上 取 合 同 的 线段 4C 圭 
BD (图 26)， 既然 C 各 在 直线 48 的 两 侧 , 线 段 CD 交 直 线 4B 
于 一 点 EB. 

E 不 能 是 4 或 B 因为 否则 立刻 和 定理 22 矛盾 ,车 假定 下 在 
4 和 之 间 ( 图 26, 右 ), 从 定理 22 得 

ABDY> 人 BEDY BAC 
这 就 和 作 图 蔬 盾 ， 同 理 知 ， 4 也 不 能 在 B 和 之 间 . 

根据 定理 4 ,所 以 E 在 4 和 8 之 间 . 因此 4EC 和 ZBED 
是 对 顶 攻 ,从 面 合同。 所 以 对 于 4BC 和 BEBD 这 两 个 三 角形 ， 能 
应 用 定理 25, 得 


AE= EB 
从 定理 11 和 定理 26， 能 直接 推 证 下 述 事 详 ， 每 一 角 都 能 二 
每 分 、 : 
+ 


加 让 


合同 的 概念 可 以 推广 应 用 到 尾 孝 的 图 形 上 圭 。 

定义 设 4,B, CD 天 , 工 是 直线 二 上 的 一 个 点 列 ， 
4 BC ,KK', 上 L', 是 直线 a 上 的 一 个 点 列 , 而 且 所 有 
的 对 应 的 线段 4B 和 A448' ,AC 和 人 AC', BC 和 BC,:*:, KL 
和 KK 上 都 两 两 合同 ,这 两 个 点 剂 就 说 基 互 相合 同 。4 和 A ,8B 和 
B',，…, 上 上 和 工 叫做 这 会 同 点 列 的 对 应 点 ， 

定理 2 设 有 两 个 冲 同 的 点 列 ，A4,，B, …-, KK, 上 和 4， 
了 3， 天， [其 中 第 一 个 中 的 点 的 顺序 如 下 ; B 在 4 和 Cc, 或 
DD 或 K， 或 工 之 间 , 而 且 C 在 4, 或 B,， 和 DDD, ,或 KK， 
或 工 之 间 ,等 等 , 则 第 二 个 点 列 中 的 点 也 有 同样 的 顺序 ; 那 就 是 说 ， 
8" 在 4 和 CC 或 D,，*…, 或 ,或 上 之 间 , 而 共 C 在 过 或 
B' 和 六 ,---， 或 天 ,或 工 之 癌 , 等 等 四 

定 尽 ”任意 有 限 个 点 叫做 一 个 图 形 。 一 个 图 形 的 点 若 都 在 一 
个 平面 上 ,这 图 形 就 叫 作 一 个 平面 图 形 . 

两 个 图 形 的 点 之 间 若 有 一 个 一 一 对 应 的 关系 ， 使 得 由 此 规定 
的 每 对 对 应 的 线段 都 互相 合同 ,每 对 对 应 的 角 都 互相 合同 ,这 两 个 
图 形 就 说 是 合同 

从 定理 1f 和 定理 27， 可 知 合同 图 形 有 下 述 性 质 ; 若 一 个 图 
形 中 的 三 个 点 在 一 条 直线 上 ， 则 每 一 个 和 它 合 局 图 形 中 的 对 应 的 
三 个 点 也 在 一 条 直线 上 。 合同 略 形 中 的 \ 对 应 平面 上 的 对 应 点 ,对 
于 对 应 直线 而 言 的 顺序 相同 ;对 应 直 级 上 的 对 应 点 ,大 序 也 相间 . 

平面 的 和 空间 的 最 普遍 的 合同 定理 如 下 ; 


23 


定 殖 28 设 (4,8,C,…,L) 和 (4',B',C',:…, 上 L') 是 
两 个 合同 的 平面 图 形 . 若 了 是 第 一 个 图 形 的 平面 上 上 能 一 点 ， 则 第 
二 个 图 形 的 平面 上 恒 有 一 点 P' 存在 ,使 (4 ,B,C,…', 上 L,P) 和 
[A,B',C' ,LL',P') 还 是 合同 的 图 形 。. 若 图 形 (A,B,C,'……， 
工 )】 至 少 含 有 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 。 济 P 只 有 一 个 可 能 的 作 
站 名 ， 

定理 28 设 (A, B,C,-…,L) 和 (人 也] 是 
需 个 合同 的 图 形 大 了 大 任意 一 点 ， 则 全 且 一 点 P" 存在 ,使 图 形 
(CA, B,C LP) 和 (4, Be -+-, 上 L', P') 合同 ， 若 图 形 
(CAB,C,*"*,L) 至 少 种 有 不 在 癌 平 面 上 的 四 点 ， 则 疡 上 共有 一 
个 可 能 的 作 中 

定理 29 说 出 了 下 述 的 重要 要 实 : 所 有 关于 合同 的 空间 事实 ， 
因此 ,空间 中 运动 的 性 质 ,都 是 上 述 的 直线 的 和 平面 的 五 条 合同 公 
理 ( 结 合 着 第 一 组 和 第 二 组 公理 ]) 的 推论 吧 . 


$7, 第 四 组 公理 ;平行 公理 


没 « 是 任 一 平面 ，s 是 a 上 的 任 一 直线 ,而 且 4 是 a 上 的 .但 
不 在 = 上 的 一 点 ,在 < 上 作 一 直线 <， 通 过 4 而 且 和 4 相交 , 再 在 
a 上 作 一 直线 5, 通过 4 了， 而且 使 得 交 a 和 上 于 相 等 的 同位 和 角 . 
从 外 角 定理 (定理 22), 易 知 a 和 5 这 两 直线 无 公共 点 ,这 就 是 说， 
在 一 平面 a 上, 而 且 通 过 一 直线 a 外 的 一 点 4， 恒 有 -一 直线 不 和 
< 相交 。 

现在 可 将 平行 公理 叙述 如 下 : 

IV ( 欧 几 里 得 公理 ) 设 a 是 往 一 肖 线 ，4 是 a 外 的 任 一 点 ， 
站 # 和 用 所 决定 疯 平 面 上 ，、 至 多 有 一 条 直线 通过 4, 而且 不 和 a 
四 训 。 

定义 ”根据 上 文 和 平行 公理 ， 我 们 知道 ， 在 “和 所 决定 的 
平 而 上 , 恰 有 一 直线 ,通过 4 而 且 不 和 “相交 ， 我 们 把 这 条 直线 吊 
做 通过 及 的 & 的 平行 直线 。 


me 卫生 


平行 公理 IV 和 下 述 的 要 求 等 价 : 

如 果 一 平面 上 的 “和 上 两 直线 都 不 和 这 平面 上 的 第 三 条 直线 
< 相交 ,那么 。 和 5 也 不 相交 . 

事实 上 ,如 果 = 和 上 “有 一 公共 点 4， 那 么 在 同一 平面 上 ,就 有 
了 。 和 。 这 两 条 寺 线 ， 都 通过 4 而 且 不 和 * 相交 。 这 和 平行 公理 
IV 和 矛盾， 反之 ,从 上 述 的 要 求 ,也 遇 推 得 平行 公理 IV. 

平行 公理 是 一 条 平面 公理 。 

平行 公理 的 引进 ,使 几何 的 基础 大 大 地 简单 化 了 ,也 使 几何 的 
构造 容易 得 多 了 

例如 ,在 合同 公理 之 外 ,再 加 上 平行 公理 。 不 难得 到 下 列 部 知 
的 事实 ; 

定理 30 若 两 平行 直线 被 第 三 条 直线 所 稚 ， 则 同位 角 合同， 
， 错 角 也 合同 ;反之 , 若 同位 角 合同 ,或 错 角 合同 ,出前 两 直线 平行. 

定理 31 三 角形 的 三 个 内 角 的 和 等 于 两 直角 *. 

定义 ” 设 对 是 一 平面 “上 的 任 一 点 . 考虑 “上 的 所 有 的 那些 
点 4, 它们 使 线 妈 MA 都 互相 合同 的 . .这 种 点 共 的 全 体 吗 做 一 个 
国 ，M 吧 做 这 个 国 的 中 心 。 

根据 这 定义 ,我 们 容易 从 第 三 组 和 第 四 组 公理 , 推 证 关于 加 的 
若干 熟知 的 定理 。 特 别 是 下 述 的 定 更， 通过 不 在 同一 条 直线 上 的 
三 点 ,能 作 一 男 ;关于 同一 杀 弦 上 的 贺 局 角 合 同 的 定理 ; 关于 内 接 
于 圆 的 一 个 四 边 形 的 角 的 定理 ， 人 


§ 8. 第 五 组 公理 ， 连续 公理 ， 


“Wi (度量 公理 或 阿 基 米 德 公理 车 AB 和 CD 是 任意 西 线 
段 , 则 必 厅 在 一 个 数 二 使 得 洪 了 到 号 的 射线 上 ， 自 了 作 首 是 相 接 的 
5 个 线段 CD， 必 将 越过 点 。 


了 反之 ,这 条 定理 能 普 代 平行 公理 到 何 种 释 度 ? 关于 这 个 问题 ， I 参看 第 二 章 中 
5 12 结 昨 徇 一 段 话 ， 
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Wi (直线 完备 公理 】 一 直线 上 前 点 集 连 同 其 顺序 关系 与 合 
同 闫 孙 未 可 能 再 这 样 地 扩充 ， 书 得 这 直 强 上 版 米 元 素 之 间 所 共有 
的 关系 ;从 公理 I 一 IH 所 推出 的 直线 顺序 与 人 台 同 的 基本 性 质 以 及 
公理 Yi 都 仍旧 怪 持 。 

所 谓 基 本 性 质 是 指 公理 下 -; 和 定理 5 中 所 叙述 的 浇 序 性 质 ， 
以 及 公理 瑟 _: 中 所 扳 述 的 合同 性 质 连 同 迁 移 线段 的 唯一 性 2。 
再 者 ,所 请 继续 保持 是 指 ， 当 点 集 扩 充 证 ,顺序 关系 及 合同 关 
系 也 将 延续 到 扩充 后 的 点 域 中 去 ， 

我 们 村 注意 公理 在 各 种 扩充 后 ,不 言 而 蛤 地 仍然 保持 ,至 于 
在 所 考虑 的 扩充 下 :定理 3 仍 能 成 立 , 则 是 保持 阿 基 米 德 公理 V: 的 
结果 。 

学 全 于 中 且 求 保持 的 渤 人 再 之 一 一 是 阿 基 米 德 公理 ， 这 是 


和 


各 证， 者 吉 评 上 的 一 个 点 娄 闪 训 总 主 商 所 到 举 移 半 于 顺序 公开 
和 定理 以 及 合同 公理 和 定理 ,这 点 集 就 恒 能 够 增加 新 点 ,使 扩充 ] 
的 点 集 还 满足 这 里 所 提 到 的 庄 公理 ; 也 就 是 说 ， 恕 果 一 条 完备 公 
理 , 只 要求 保持 这 里 所 提 到 的 诸 公 理 和 定理 ,但 不 要 求 保持 阿 基 米 
德 公理 或 一 条 等 价 的 公理 就 要 产生 矛盾 ， 

这 两 条 连续 公理 都 是 直线 公理 。 

-下面 所 述 更 普遍 的 定理 ,主要 根据 直线 完备 公理 ， 

定理 32( 完 着 定理 )? 几何 元 素 ( 点 、 直 线 和 平面 ) 形 成 一 个 
集合 , 它 在 保持 关联 公理 ,顺序 公理 、 合 同 公理 和 阿 基 炒 德 公理 ,从 
而 更 不 用 说 ,在 保持 全 体 公理 的 条 件 之 下 ,不 可 能 经 由 点 、 直 线 和 
平面 再 行 扩充 . 

证 明 把 扩 充 前 已 经 存在 的 元 素 ,叫做 旧 元 素 ;把 扩充 时 增加 
的 元 素 , 叫 做 新 元 素 。 增 加 了 新 元 素 的 假设 ,显然 也 导致 了 增加 一 


mr 


1) F. 巴赫 颖 (F，Bachmann》 在 论 及 第 七 版 中 公理 V。 的 提 法 时 , 曾 将 这 里 关 于 
直线 顺序 与 合同 所 要 求 的 条 件 严格 地 区 分 开 来 . 
2) P. 贝尔 而 靳 P,Bernays 首先 指出 只 要 直线 完备 公理 就 够 了 ， 
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一 个 新 点 四 的 假设 . 

从 公理 ， 异 有 四 个 旧 点 4,B,C，, D, 而 且 不 在 同一 平面 上 ， 
我 们 能 这 样 选择 这 四 点 的 名 称 , 使 4, B, N 不 在 同一 直线 上 .从 
公理 5，4BN 和 4CD 这 两 个 不 同 的 平面 , 除 点 4 之 外 ,还 有 一 个 
公共 点 BR。 五 不 在 直线 4B 上 ;因为 ,否则 ,将 在 平面 4CD 上 ， 
和 假设 矛盾 ， 若 瑟 是 一 个 新 点 , 旧 平 面 4C 上 就 有 一 个 新 点 B; 
若是 一 个 旧 点 ,新 点 N 就 在 旧 平 面 4BE 上 。 所 以 , 在 任何 情形 
下 ,有 一 个 新 点 在 一 个 旧 平 面 上 。 

一 个 旧 平 面 上 有 一 个 旧 三 角形 FGH, 而 且 线 段 FG 上 有 一 
个 旧 点 1( 图 27)， 连结 一 个 新 点 工 和 了 .这 
个 点 。 从 公理 于， 直线 I 和 直线 FH 或 和 5 
和 直线 GE 相交 于 一 点 天 。 车 天 是 新 点 ,F /XX 
或 GH 这 一 条 旧 直线 上 就 有 一 个 新 点 及 ; 车 
KK 是 旧 点 ，IK 这 一 条 旧 直 线 上 就 有 一 个 新 
点 工 。 这 三 种 假设 都 和 直线 完备 公理 矛 屠 ， 田 ?3 
所 以 一 个 上 平面 上 增加 一 个 新 点 不 可 能 。 因此。 增加 新 元 素 根本 
不 可 能 ， 

完备 定理 还 能 表 成 较 强 的 形式 .也 就 是 在 完备 定理 内 所 要 求 
保持 的 诸 公 理 中 ,有 些 并 不 是 绝对 需要 的 ,为 了 定理 能 够 成 立 ,二 
要 的 倒是 在 所 要 求 保持 的 诸 公 理 中 包含 有 公理 5， 其 实 我 们 能 证 
明 ， 对 于 满足 公理 I 一 V 的 元 素 集 合 住 能 给 湛 加 新 的 点 ,直线 和 平 
面 , 使 扩充 后 的 新 集合 能 满足 除去 公理 之 外 的 全 体 公理 ， 这 就 
是 说 ,一 条 完备 定 理 关 不 包含 公理 5 或 一 条 等 价 的 公理 ， 就 将 引 
和 


mm 5 


入 卡 刀 解 沂 几何 完全 相同 (参看 $9 和 $12). 但 是 加 上 了 完备 公 
理 ( 虽 然 这 条 公理 并 没有 直接 混 到 收 剑 的 概念 )， 就 能 证 明 (相当 
于 戴 德 金 的 分 割 的 ) 确 界 的 存在 ， 和 关于 万 聚 点 存在 的 波 尔 查 诺 
《Bolzano) 定理 ;从 而 才 证 明 我 们 的 几何 和 笛 卡 儿 几 何 相 同 ， 


LN 


阿 基 米 德 公理 各 完备 公理 ;前 者 的 作用 是 替 连 续 的 要 求 作 淮 备 ,后 


从 上 文 可 紧 , 连 续 的 要 求 ， 在 本 质 上 ， 分 成 两 个 不 同 的 部 分 : 


者 为 完成 整个 的 公理 系统 作 葵 础 ?. 


在 后 面 的 研究 中 ,我 们 主要 的 具 攻 阿 基 米 德 公 理 作 殷 据 , 而 普 


遍地 不 假设 完 餐 公理 


， 1) 大 看 $ 17 末 必 的 一 一 恨 活 和 我 的 世 于 数 的 媒 念 的 更 告 《Perichts der Deutschen 


tbematiker-Vbieinigung， 1 名 0)。 四 为 研究 等 且 三 角形 的 底 角 相等 的 定理 
我 们 得 到 另 两 条 连续 公理 ; 参 妖 本 片 附录 工 和 我 的 论文 : 等 厅 三 角形 的 底 角 相 
等 的 定理 CProceedings of the Lundon Mathematical Socie:y, 疮 35,1903). 
直面 诸 文 给 出 关于 韦 续 公 现 的 一 些 补充 讨论 ;&. 包 尔 都 新 CR, Baldua)< 关 
于 几何 公理 蒜 ” iIHCZur Axiomartik der Geomerrie, [mt Marth, Ann. 100, 
321 一 333 €1928)3 I 见 Atti d, Conge, int. d, Mat, Bologns 1928, IY 
{1931); I 见 Sitzber. d. Heidrc'berger, Akad. Wiss, 1930, Ste Abh.). A. 
二 .斯 洲 特 CA， sehmidc) ?第 对 几何 中 的 迷 入 性” (CDie Stetigkeit in der 
abaoluten Geometrie, Ibid, 1931, 5:e Abh}. P. 贝尔 醋 斯 ?关于 完 知 公理 正 有 
.关公 理 的 探讨 ?CBetrachtungan Hiber dusg Vollindigkeits-axion und Verwandie 
Axiomr, Math, Zoitsehr, 63, 219—292C1955)), 
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第 二 章 ”公理 的 相 容 性 和 互相 独立 性 
$9. 公理 的 相 容 性 


第 一 章 里 所 提 到 的 五 组 公理 中 的 公理 是 有 相 容 性 的 【 即 不 互 
相 矛 盾 的 ); 这 就 是 说 , 不 可 能 从 所 提 到 的 这 些 公理 出 发 ,用 逻辑 推 
论 得 到 和 其 中 一 条 从 理想 矛盾 的 事实 。 我 们 现在 就 是 要 说 明 这 些 
公理 的 相 容 性 ,我 们 的 方法 是 用 实数 作成 一 组 对 象 ,指出 这 一 组 对 
象 满足 这 五 组 公理 中 的 全 体 公 理 ， 

首先 演 凡 数 二 0， 其 中 的 数 部 是 从 1 这 个 数 出 发 ， 作 有 限 次 
下 列 五 种 运算 得 来 的 代数 数 ; 加 ， 减 , 狐 ， 除 和 笋 五 种 运算 
1V1 十 w*|， 这 里 的 。 每 次 都 表示 运用 这 五 种 运算 业已 得 来 的 某 
一 个 数 . . 

然后 把 数 域 口 中 的 任意 一 个 数 偶 {x，}y}， 看 作 是 一 个 点 ; 殷 
仙 的 任意 三 个 数 的 比 (wiv;w)， 在 w,v 不 都 等 于 零 的 时 候 , 看 作 
是 一 条 直线 ;而 且 在 方程 

ut 二 vyTFw= | 

成 立 的 时 候 ， 就 把 (x, y) 这 个 点 看 作 是 在 (w:s:w】 这 条 直线 
上 。 我 们 很 容易 知道 ， 公 理 I_; 和 1 了 Y 都 将 满足 sa。 数 域 中 的 
数 都 是 实数 ; 考虑 到 它们 可 以 按 大 小 来 排列 ， 我 们 就 能 很 容易 地 
对 我 们 的 点 和 直线 ， 作 出 规定 ， 使 得 第 二 组 的 顺序 公理 也 全 体 成 
立 。 事 实 上 没 (ma。 入 ) (za 加 )。{m。 四 )，-… 是 一 条 直线 上 的 
点 ， 在 数列 x， X23 xs 或 力 ， 和 3 "是 单调 递减 的 或 单调 递 
增 的 序列 的 时 候 , 我 们 就 把 这 些 点 的 这 里 写 下 的 顺序 ,看 作 是 这 些 
点 在 这 直线 上 的 顺序 。 为 了 再 满足 公理 了 I 的 要 求 ， 我 位 只 需要 
规定 :所 有 的 点 (x, ), 使 wz 十 vy 十 wm 大 于 者 的 ,在 (wiv:w) 
这 直线 的 一 赵 ; 而 使 wx 十 wy 十 w 小 于 堆 的 ， 在 这 直线 的 男 一 
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向， 我 们 很 容易 看 由 。 这 个 规定 和 关于 共 线 点 的 顺序 的 规定 是 符 
全 的 9 

我 们 根据 解析 泡 何 轧 的 方法 ,规定 线段 的 迁移 和 角 的 迁移 ,下 
述 类 型 的 一 个 变换 


# 一 4 十 3 
=oyts 
给 定 线 毁 药 平移 和 角 的 平移 ,而 
EE 
y= —y 
这 个 变换 给 定 对 于 直线 y ~ 0 的 一 个 反射 ， 再 用 口 表 示 点 人 ,0)， 
五 表示 点 《1, 的 ，C 表示 任意 一 点 
《zy 5 (图 28)}。 考虑 以 避 为 固定 
点 ， 以 <COP 为 旋转 角 的 这 个 旋 
转 。 经 过 这 旋转 , 任意 一 点 (xz, 7) 
换 威 《rz 7)， 其 中 


sy 
2 Ma 十 页 WP 土豆 
器 


- .xX 十 .2 站 
vat Bi Vaits 


Vn sf 十 (2) 
这 个 数 仍 然 属于 数 域 2, 所 以 ,在 我 们 的 规定 下 合同 公理 HT 也 
成 立 、， 克 县 显然 三 衣 形 合同 公理 II 和 阿 基 米 德 公理 VY, 也 是 满 
是 的 ， 完 备 公理 了 是 并 不 满足 的 . 
所 以 直线 的 和 平面 的 公理 I 一 IV，V, 的 推论 中 , 若 有 镍 盾 , 则 
每 一 个 矛盾 必定 也 在 数 域 9 的 算术 中 出 现 0. 


1) 美和 于 算术 公理 的 相 客 性 ;参看 我 的 关于 数 的 概念 的 报告 (Berichte der Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung, I900)， 凡 及 1900 年 我 在 屋 际 数学 家 人 金 议 中 的 讲 
澳 " 数 学 问题 ”CMatheimatische Probleme，Gittinger Nachr, 1900) 特别 是 其 
中 的 问题 3， 
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由 于 
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孝 在 上 文中 我 们 用 的 不 是 数 域 9， 而 是 所 有 的 实 狂 记 成 的 数 
域 ,我 们 所 得 到 的 就 是 通常 的 平面 销 卡 儿 几 何 ， 在 这 种 几何 里 ,不 
内 是 公理 .II, II, IV, WV 满足 ,市 且 完 备 公理 Vi 也 满足 ， 现 
说 上 明 如 下 : 

在 稍 卡 儿 几 何 里 ,我 们 只 要 用 闫 序 的 和 线段 合同 的 定义 ,就 知 
道 : 每 一 钱 妈 都 能 分 成 ”个 合同 的 部 分 ，* 是 预先 任意 给 定 的 一 
个 数 ; 若 线段 48 短 于 线 明 4C, 则 48 分 成 # 份 中 的 一 份 也 短 于 
AC 分 成 份 中 的 一 份 ， , 

现在 假设 平面 馆 卡 儿 几 何不 满足 完备 公理 ， 即 假设 一 条 直线 
8 上 可 增加 点 ,而 在 8 上 还 不 破坏 公理 亚 -, Hh_,, WV， 和 定理 5 
或 迁移 线 女 的 唯一 性 ， 把 增加 的 点 中 的 一 个 叫做 入 ，N 把 分 成 
两 条 射线 ， 很 据 阿 基 米 德 公理 ， 每 一 冬 射 线 都 含有 在 扩充 之 前 就 
存在 的 点 ， 我 们 把 这 种 点 叫做 旧 点 ， 所 以 N 把 #8 上 的 旧 点 分 成 两 
条 射线 。 设 直线 z 是 用 参数 方程 

t= 1 十 人 

y—=Pr+i+a 
表 出 的， 在 用 点 NN 扩充 之 前 ， 这 个 参数 上 就 已 经 可 以 取 遍 全 体 实 
数 ， 因 此 ,由 于 NN 把 直线 分 成 两 条 射线 ,我 们 也 就 有 了 实数 的 一 个 
戴 竹 金 {Dedekind) 的 分 割 。 关 于 戴 德 金 的 分 割 的 两 组 。 我 们 知 
道 : 或 者 第 一 组 有 一 个 最 后 的 元 素 ， 或 者 第 二 组 有 一 个 最 先 的 元 
素 , 识 这 个 元 素 在 直线 上 所 决定 的 旧 点 是 4。 那 末 4 和 六 之 间 
没有 了 旧 点 ， 

但 是 有 一 个 旧 点 3 使 六 在 4 和 了 中 之 间 。 根 据 阿 基 米 德 公理 ， 
还 有 若干 个 不 同 的 点 , 寻 且 说 #* 一 1 个 ，Ci, CC ay 万， 使 
AN, NO CC CD 这 # 条 线 眉 互相 合同 ,和 而且 使 B 在 4 
和 了 D 之 间 ( 图 29)， 把 线 垦 45 分 成 5 个 合同 的 部 分 。 全 体 分 点 
都 是 旧 点 ;把 其 中 离 4 最 近 的 那 一 个 叫做 不 。 根 据 本 证 明之 前 所 
提 到 的 直线 顺序 和 合同 的 要 求 ,因为 线 眉 48B 短 于 4D, 所 以 线 娘 
所 WV 撼 于 AN。 所 以 三 这 个 提 点 在 4 和 NN 之 间 ， 因 此 我 们 的 假设 
一 g 上 可 以 增加 新 点 而 不 破坏 直线 公理 的 假设 ,就 引起 了 兆 盾 . 
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图 29 

所 以 在 平面 稍 卡 几 几 何 里 ， 全 体 直线 的 和 平面 的 公理 I 一 V 
都 成 立 ， 

关于 立体 几何 ， 相 应 的 讨论 毫 无 困难 ， 

所 以 公理 1 一 V 的 推论 中 若 有 矛盾 , 则 每 一 个 巴 盾 必定 也 在 实 
数 系 的 第 术 中 出 现 . 

如 所 局 知 ,满足 公理 I_IV， 的 几何 有 无 限 多 种 。 而 同时 
还 满足 完备 公理 V; 的 几何 只 有 一 种 , 即 盘 卡 儿 斤 何 ， 


$ 0. 平行 公理 的 独立 性 ( 非 欧 几 里 得 几何 )? 


我 们 知道 了 公理 有 相 容 性 之 后 ， 另 -一 个 有 圳 的 问题 是 研究 它 
们 全 体 是 否 互 相 独 立 ， 实际 上 ， 我 们 的 五 组 公理 的 每 一 个 组 成 部 
分 ,都 不 能 够 是 在 它 之 前 的 诸 组 的 逻辑 推论 . 

首先 ,前 三 组 公理 中 的 个 别 公 理 , 我 们 很 容易 证 明 ， 人 同一 组 中 
的 诸 公理 基本 上 是 互相 独立 的 ， 

在 我 休 的 斤 述 中 ， 第 一 组 公理 和 第 二 组 公理 是 其 余 的 公理 所 
根据 的 .所 以 我 们 还 只 变 进 而 证 明 ， 第 三 组 、 第 四 组 和 第 五 组 中 
的 每 一 组 公理 都 与 其 余 的 公理 互相 独立 ， 

平行 公理 TV 和 其 他 公理 互相 独立 ;这 可 以 按 熟 知 的 方式 最 简 
单 地 证 明 如 下 ， 在 $9 中 所 建立 的 通常 的 (第 卡 儿 ) 几何 中 ， 取 一 
固定 的 球 ,并 考虑 使 这 个 球 不 变 的 所 有 的 一 次 变换 ,用 这 几何 里 所 
-有 在 这 个 球 以 内 的 点 和 在 这 个 球 以 内 的 那 部 分 的 直线 和 平面 ， 而 
且 愉 限于 这 些 ， 当 作 一 种 空间 几何 的 元 素 。 并 通过 下 述 一 次 变换 


1) 此 外 设 一 种 几何 里 只 有 公理 上 -TI 和 Vi， 我 们 窖 易 证 明 : 在 这 几何 里 ; 平行 
伪 理 或 者 对 于 等 一 个 包 食 直线 大 了 从 一 点 4 的 给 都 成 立 ， 或 者 对 于 任 一 个 这 
样 的 组 都 不 成 立 ; 倒 看 E. 巴尔 都 斯 ， 非 欧 几何 (Nichtenklidische Geometrie, 
Berlin，29277。 


ss 2 = 


来 定义 这 逢 几何 的 合同 关系 。 我 们 知 遵 , 再 加 上 适当 的 规定 之 后 
这 “ 非 欧 几 里 得 ” 儿 何 明 , 除 去 欧 几 里 得 公理 IV 之 外 ， 其 它 全 体 公 
理 都 满足 了 ,既然 $9 中 的 通常 的 几何 已 经 证 明了 是 可 能 的 。 所 以 
这 种 非 欧 几 里 得 几何 也 是 可 能 的 吧 ， 

有 些 定理 特别 有 趣 , 它 们 不 依赖 平行 公理 ,也 就 是 说 ， 它 们 在 
欧 几 里 得 几何 和 非 欧 几 于 得 几何 里 都 成 立 ， 最 重要 的 例子 是 鞠 让 
德 (Legendre) 的 两 条 定理 第 一 条 的 证 明 。 除 去 公理 I- 之 
外 , 还 需要 公理 V,， 我 们 先 证 明 一 些 辅助 定理 . 

定理 33 已 知 一 个 直角 三 角形 OPZ， 角 了 是 直角 , 车 ，Y 
是 线 久 PZ 上 的 两 点 ,使 (图 30) 

RDF = AYOZ 
则 
* XY LYZ 


图 知 图 3 


证 明 迁移 线 距 0X 到 DZ 上 ;以 0 为 起 点 : 
OX 二 OX" 
根据 定理 22 和 定理 23，X 在 线 费 DZ 上 ,利用 定理 22 和 公 
理 HH， 得 
LZRLY LOYR SS AOYX' < AYX'Z 
从 人 XZY < 人 YXZ 这 个 关系 ,利用 定理 12 和 和 宏 理 23, 得 到 本 
定理 的 结论 ， . 
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定理 34” 对 于 任意 两 个 角 * 和 s, 便 能 找到 -一 个 当然 数 ,使 
be 
一 
2" 

这 里 的 表示 ,从 和 “起 始 ， 继 续 + 次 作 二 等 分 角 后 所 得 到 


的 角 . 
证 明 给 定 了 两 个 角 = 和 8s。 根据 所 假设 的 公理 ， 角 的 二 等 


分 是 可 能 的 ( 见 第 ?2 页}. 考虑 荆 这 个 锐 解 ,着 是 生 < ssr 一 2 时 ， 
定理 34 就 成 立 了 ,现在 设 >e, 从 到 的 一 边 上 的 一 点 C， 作 
另 -一 边 的 委 线 , 交 另 一 边 于 点 B (图 31). 把 所 的 顶点 叫 作 4. 迁 


移 。 到 沿 着 边 48， 而 且 在 人 84C 一 号 的 内 都。 根据 所 假设 的 


不 等 式 ，s 迁移 后 的 另 一 边 交 线段 BC 于 一 点 D (参看 第 10 页 ). 
阿 基 米 德 公理 Vi 说 ， 有 一 个 自然数 ,使 
nn. BD BC 

把 角 # 迁 移 » 次 ;每 次 迁移 到 沿 着 。 前 一 次 迁移 后 的 另 一 边 。 

可 能 至 迟 在 最 后 一 次 ， 那 第 = 次 迁移 后 ，。 的 另 一 边 不 再 和 
射线 BC 相交 .在 这 种 情形 下 , 设 第 m 次 的 迁移 是 最 初 的 一 次 ,使 
e 的 男 一 边 不 再 和 射线 BC 相交 。 既然 在 前 一 次 迁移 时 ，s 的 另 
一 边 还 和 射线 BC 相交 , 角 (m 一 1)s 是 锐角 。 因 此 亚 然 ， 经 过 
血 次 迁移 所 作成 的 角 ms 的 内 部 在 直线 4B 的 点 C 的 那 一 侧 ， 和 而 
且 射 线 4C 在 角 ms 的 内 部 , 即 


坟 "B> 
2 


另 一 种 可 能 是 ,在 ”次 迁移 中 的 每 一 次 时 ,和 8 部 在 射线 BC 
上 截 下 一 条 线段 .。 根据 定理 33， 这 条 线段 长 于 或 等 于 线段 BD， 
设 第 2 次 迁移 后 的 另 一 边 交 射 线 BC 于 点 瑟 . 在 射线 BC 上 车 
下 的 = 条 线 眉 的 和 BE 长 于 # - 8D，、 从 而 更 加 括 于 8C, 四 瓯 
二 要 汪 于 


xn-.8> 
2 


现在 ， 相 当 于 m (或 >)， 定 一 个 自然 数 "， 使 m < 2 (或 
之 2) 用 + 表示 角 ms (或 ns). >= 各 这 两 个 角 部 能 作 . 
因为 角 的 大 小 能 比较 ,显然 ,一 方面 从 不 等 式 2 ”> m， 得 到 不 等 


式 - 生 < 万 上 一 8; 而 另 一 方面 从 不 等 式 “> 寺 ， 得 到 不 等 式 


六 > 蕊 . 因此 ,根据 大 小 比较 的 传递 性 (第 19 页 )， 得 


EE 
2 


利用 定理 34, 可 以 证 明 勒 让 德 第 一 定理 . 
定理 35 ( 勒 社 德 第 一 定理 ) ”三 角形 的 三 个 内 角 的 和 ,小 于 或 
等 于 两 直角 ， 


上 


-图 了 


证 明 设 一 个 已 知 的 三 角形 的 三 个 内 角 中 的 企 赛 一 个 用 
<4 一 a 表示 ; 其 余 的 两 个 用 ZB 一 8 和 LC 一 7 表示 ， 而 且 
8 去 7 《图 32), 根据 定理 26, 线段 BC 有 一 个 中 点 加。 延长 线 正 
DD 到 如 ,使 DD 是 线段 4E 的 中 点 .因为 对 顶 角 合同 { 第 14 页 ), 公 
理 IT 能 够 应 用 到 4DC 和 EDB 这 两 个 三 角形 ， 而 根据 定理 15， 
我 们 可 以 明白 易 慌 地 定义 角 的 和 ， 这 样 对 于 三 角形 48 如 的 内 角 
0 及, 7， 就 有 下 列 关 系 : 

oro, ~=p+i+r 
因此 ， 三 角形 4BE 的 内 角 的 和 等 于 三 角形 4BC 的 内 前 的 
了 


和 . 
根据 定理 23 和 定理 12， 从 不 等 式 8 所 yY， 即 月 
or 
证 是 有 


和 
2 


给 定 了 一 个 三 角形 48C， 和 它 的 某 一 个 角 @, 于 是 往 可 以 作 
出 一 个 三 角形 , 它 的 内 征 和 和 三 角形 48C 的 相等 , 而 且 它 的 -- 个 
内 角 小 于 或 等 于 二。 因此 ， 在 另外 给 定 了 一 个 让 然 数 的 时 候 ， 
恒 可 以 作出 一 个 三 角形 , 它 的 内 角 和 和 三 角形 4BC 的 相等 , 而 且 
它 的 一 个 内 角 小 于 或 等 于 

现在 假设 勒 让 德 第 一 定理 不 成 立 ， 假 没 给 定 了 的 三 角形 的 内 
衣 和 大 于 两 个 直角 . ” 

从 定理 22, 我 们 知道 ;一 个 三 角形 的 酚 个 内 前 的 和 小 于 两 个 
直角 。 给 定 了 的 这 个 三 角形 的 内 前 和 可 囊 成 下 述 形式 ; 

， 必 十 让 十 一 2p 士 二 

其 中 ，。 表示 某 一 个 角 ， p 至 示 一 个 直角 ， 根据 定理 34， 我们 能 
找到 一 个 自然 数 +, 使 


Ts 
2" 


. 性 在 再 用 前 述 的 方法 作 一 个 三 角形 ， 它 的 内 和 角 az, 8*，y* 笑 
全 下 述 关系 : 
Pu 


2" 


这 三 角形 的 两 个 内 角 的 和 
全 十 7* 2 2p 
和 定理 22 矛 屠 ， 因 此 , 勘 让 德 第 一 定理 得 证 , 
定理 中 ” 若 四 边 形 48CD (图 33) 的 两 个 角 4 和 B 是 直 角 ， 
而 且 两 条 对 边 4D 和 BC 合同 ; 则 和 <C 和 过 D 也 就 合同 ， 再 省 , 边 


是 训 站 


图 33 图 34 


48 的 在 中 点 村 处 的 垂 线 ,次 对 边 于 一 点 和， 使 四 边 形 4MND 和 
BMNC 合同 . 

证 明 根据 定理 21 和 定理 22，48 的 在 点 M 处 的 重 线 是 在 
一 DMC 肉 。 而 且 。 因 此 利用 在 第 10 页 中 所 提 到 的 一 条 定理 ,这 垂 
线 交 线 肌 CD 于 一 点 W， 从 定理 12: 定 理 21 和 定理 15, 即 知 三 角 
形 M4D 和 和 MBC 合同， 从 而 三 角形 MDN 和 M CN 也 合同。 然 
后 利 用 定理 15, 得 

- 有 CN ADN 
了 四边形 4MND 和 BMNC 所 以 合同 . 

定 捍 37 ”车 四 边 形 48CD {图 34) 的 四 个 角 都 是 直角 ， 则 每 
一 条 从 直线 CD 的 一 点 E 所作 的 对 边 48 的 垂 线 EF， 世 垂直 于 
CD, 

证 明 我 们 引进 对 于 一 条 直线 s 的 反射 的 概念 如 下 : 从 其 一 
点 P 作 直线 = 的 重 线 ; 延长 这 和 线 到 点 户 ,使 下 足 是 线 眉 PP 的 
中 点 . P 就 叫 作 了 的 反射 洛 . 

对 于 直线 4D 和 BC ， 反 射 这 条 线段 BF。 从 定理 36 的 第 二 
部 分 ， 反 射 所 得 着 的 线段 EF 和 瑟瑟 都 和 已 F 合同 se， 如 同 丰 
一 样 ，F; 和 ,也 在 前 线 48 上 ;如 同一 祥 ，E, 和 了 也 在 直线 
CD 上 .四边形 EFF ,EFREEI 和 FF 都 注 尾 定理 36 的 
第 一 部 分 的 假设 ,因此 在 召 ，B, 和 B; 处 的 四 个 角 部 相等 。 在 这 三 
点 中 之 一 的 地 方 出 现 两 个 相等 的 邻 补 角 所 在 图 34 中 的 点 盏 处 }; 
即 这 四 个 角 都 是 直角 ， 

定理 38 ”如 果 某 一 个 四 边 形 的 四 个 角 都 是 直角 。 那么 每 一 个 
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图 35 图 拓 


有 三 个 直角 的 四 边 形 的 第 四 个 角 , 也 是 直角 . 

证 明 设 48'C'D' 是 一 个 四 边 形 , 它 的 四 个 角 痢 是 直角 ,而 
和 且 ABCD (图 35) 是 任意 一 个 四 边 形 , 它 的 三 个 角 4, B,D 是 直 
角 . 我 们 作 一 个 和 4'B'C'D' 合同 的 四 边 形 4B,C1D,， 它 的 直角 
4 和 四 边 形 48CD 的 重合 . 

在 点 B 和 B; 重合 ,或 者 点 和 DD, 重合 的 情形 。 本 定理 和 定 
理 37 相 同 。 且 设 B 在 4 和 下 之 间 , 而 且 忆 在 4 和 万 之 间 。 如 同 
在 定理 36 的 征明 中 ,利用 外 角 定理 ， 我 们 知道 ， 线 段 8C 和 线段 
,CiD, 相交 于 一 点 。 定 理 37 于 是 告诉 我 们 , 点 王 处 有 一 个 直 前 ， 
从 而 点 C 处 也 有 一 个 直角 . 

在 点 4,8,8, 和 4 万 , 玉 有 其 余 可 能 的 顺序 时 ,本 定理 也 同 
样 成 立 ， 

利用 定理 38, 可 以 证 明 勒 让 德 第 二 定型. 

定理 39 ( 勤 让 德 第 二 定理 ) ” 若 基 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 的 
和 等 于 两 直角 ， 则 每 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 的 和 就 等 于 黄 直 角 , 

证 明 ”给 定 了 一 个 三 角形 48C, 它 的 内 角 和 是 2 w。 对 于 每 
一 个 这 种 的 三 角形 ,我 们 能 作 一 个 对 应 的 四 边 形 , 它 的 三 个 角 是 直 
. 骨 , 第 四 个 角 等 于 w. 为 此 ， 韦 结 边 4C 和 BC 的 中 点 D 和 E (图 
36); 而 且 从 点 4,B8 和 C 作 这 条 连 线 DE 的 垂 线 4F ,BG 和 CH. 
因为 三 角形 4FD 和 CHD 合同 ,又 三 角形 8GE 和 CHE 各 同 ,不 
管 这 给 定 了 的 三 角形 48C 的 二 4 或 LB 是 否 为 鲁 角 , 痢 有 

AF== BG 
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是 有 二 用 呈 

在 钱 妥 了 3G 上 作 中 点 处 的 和 三线 [KK。 从 定理 36 的 第 二 部 分 ， 
四 边 形 AKIF 和 BKIG 食 同 ,所 以 ,这 两 个 四 边 形 各 有 三 个 直 币 ， 
而 且 第 四 个 甫 相等 , 即 

FAB = GBA 
因此 ， 
FAB=w 

AKIF 就 是 所 需要 的 ,和 这 给 定 了 的 三 角形 相对 应 的 四 边 形 . 

现在 设 其 一 个 三 角形 D, 的 内 和 角 和 筹 于 两 直角 ,而且 给 定 了 另 
一 个 三 角形 Ds。 作 D, 和 D, 的 相应 的 四 边 形 信 和 P,P 有 四 个 
直角 ,而 VV 有 三 个 直角 ， 根 据 定理 38，V; 的 第 四 个 角 也 是 直角 ， 
勒 让 德 第 二 定理 得 证 . 


$ 15 合同 公理 的 独立 性 


关于 合同 公理 的 独立 性 ,我 们 要 证 轨 下 述 的 特别 四 要 的 事实 ; 
公理 If 不 能 够 是 其 余 公 理 1,11,IIL ,IV,Y 的 逻辑 推论 . 

我 们 仍 用 通常 几何 的 点 ,直线 、 平 面 当 作 新 空间 几何 的 元 素 ， 
而 且 和 在 通常 几何 中 一 样 , 例如 5 9 中 所 说 明 的 .规定 角 的 迁移 ; 
但 是 线段 的 迁移 ,我 们 却 男 下 定义 . 设 4,,4, 两 点 ,在 通常 几何 中 
的 坐标 是 ,二 5 和 x y2， ma- 然后 床下 述 式 子 

~ (aa 一 二 一 Cx) 

的 正信 当 作 钱 履 4,4 的 长 度 ;任意 两 条 线 让 A14; 和 4 若是 在 
这 么 规定 的 意义 下 有 相等 的 长 度 ,就 说 它们 是 互相 合 商 . 

在 这 样 建立 的 空间 儿 柯 黑 ， 公 理 1 也 , TI_s TIV，Y (而 且 
还 有 利用 公理 IT 廊 讶 明 的 定理 14,15,16,19,21) 显然 成 立 . 

村 证 明 公理 IE 也 成 立 , 我 们 取 任 意 一 条 直线 *， 而 且 皮 其 上 
的 三 个 点 Li da ds， 其 中 的 4 在 4 和 4; 之 间 . 设 直线 a 上 
的 点 *#，》;* 是 用 下 列 方程 

多 


pn 
. se vi 二 i 
给 定 的 ,其 中 的 * 表示 一 个 参 变 数 ，1.4 ,pj， ws，v， ”表示 常数 . 
落 (1)， a 1) 分 别 是 点 A41，A1，A4， 的 参 变 数 的 信 ， 
44，4a4d， 和 dd 这 三 条 线 恬 的 长 度 就 分 别 是 
(一 5 (a 十 Ri 十 中 十 妇 | 
Cn— Vt n+ pei | 
Gaal Fp 二 十 坟 | 
共 而 ，Ai4d， 和 A444; 这 两 条 线段 的 长 讼 的 和 等 于 线段 414; 的 长 
度 , 所 以 公理 IT 成 立 . 
在 我 们 的 几何 里 ,关于 三 角形 的 公理 HI， 不 是 在 任何 情形 下 
都 成 立 的 ， 例 如 ,在 平面 一 了 9 上, 取 下 列 四 个 点 : 
0, 以 4 一 0， y=—0 为 亿 标 
4， 怀 一 1， 7 一 为 蔚 标 
B, x*=—1l, y=0 为 众 标 
、 1 _- 
C， 队 xz 一 0， y -三 为 坐标 
线段 04,08B,0C 的 长 座 都 等 于 1， 因 此 ,在 40C 和 C0OB 
这 两 直角 三 佣 形 里 (图 37), 有 下 列 
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cro 7 合同 式 : 
S ZAOC = LCOB 
DA= OC 
BH C000,0 | Fo 0C 且 0 
但 是 二 04C 和 DCB 不 台 亲 ， 
图 2 公理 [1; 不 清 足 同时。 这 个 例子 


也 不 满足 (三 角形 的 ) 合 阿 定理 1; 因 为 4C 的 长 度 是 一 六 


而 BC 的 长 度 是 y+ 户 : 再 省。 对 于 A0C 和 COB 这 丽 个 


时 下 自 二 


等 萎 三 角形 , 定 青 11 也 不 成 立 . 

下 述 的 例子 ,表明 一 种 平面 几何 , 它 满足 除去 公理 Ti 之 外 的 
全 体 公理 ,但 不 满足 公理 IT: 设 在 一 个 平面 “上 除去 线 侦 合 同 的 
概念 之 外 ， 其 余 在 公理 中 出 现 的 概念 痢 有 通常 的 定义 。 取 一 个 平 
面 8， 它 和 = 构成 一 个 适当 的 锐角 。 开 在 却 规 定 ; 平面 上 的 一 
条 线 攻 的 长 度 ,就 是 这 线 耻 在 平面 8 上 的 没 影 的 通常 长 度 ， 


$ 12. 连续 公理 的 独立 性 ( 非 阿 基 米 德 几何 》 


奢 想 证 明 阿 基 米 德 公理 W 的 独立 性 ， 我 们 必须 建立 一 种 几 
他, 它 满足 除去 公理 V 之 外 的 全 体 公理 , 但 公理 Y 却 不 满足 !， 

为 此 ， 我 们 作出 代数 函数 域 8Cy， 其 中 的 代数 函数 都 是 从 
: 出 发 ， 用 下 列 五 种 运算 得 来 的 ， 加 ， 碱 ， 获 ， 除 和 第 五 种 运算 
IV 1 十 必 |， 这 里 的 表示 运用 这 五 种 运算 业 己 得 来 的 某 一 个 函 
数 . Q(z) 的 元 素 的 集合 ,如 同 59 中 的 的 一 样 ,是 可 数 的 。 这 五 
种 运算 都 是 章 值 的 运算 ,而 且 不 产生 章 数 ;所 以 域 2Cz) 是 上 内 含有 
* 的 单 值 的 实 函数 ， 

设 < 是 域 9() 中 的 任意 一 个 函数 ， 既 然 “ 是 :的 一 个 代数 
函数 :只 有 有 限 个 * 的 值 能 使 :等于零 ;所 以 ， 在 + 的 值 是 适当 大 
的 正 值 的 时 候 ， < 的 值 或 者 恒 是 正 的 ,或 者 便 是 负 的. 

现在 , 我 们 把 域 9(z)》 中 的 函数 看 作 是 一 种 在 下 一 节 § 13 的 
意义 下 的 复数 ， 有 显然 ,在 这 样 规定 的 复数 系 中 ,通常 的 运算 规律 全 
体 成 立 rm， 我 们 再 进而 规定 大 小 ， 设 = 和 是 这 复数 系 中 的 任意 
两 个 不 同 的 数 ， 接 照 在 * 的 侍 是 适当 大 的 正 值 的 时 候 ,c 一 一 
这 个 + 的 函数 便 取 正 值 或 恒 取 负 值 。 我 们 就 说 a 大 于 或 小 于 3， 
用 记号 a > 5 或 4 < 之 5 表示 ， 有 了 这 个 规定 ,我 们 的 复数 系 中 的 
数 就 能 按照 大 小 而 有 顺序 ,和 实数 的 颈 序 类 似 ; 而 且 很 容易 看 出 ， 


中 G， 我 罗 甩 斯 CG，Veroneso》 在 他 的 深奥 的 著作 < 几何 基础 3 CGrundzige der 
Qeometrie, A. 谢 卜 【站 ，Schepp) 的 和 译本。，Leipzig，1894) 里 ;也 作 了 建立 
一 种 好 开 于 阿 基 米 符 公 理 的 几何 的 党 试 。 
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对 于 我 们 的 蓝 数 ， 下 列 定理 成 立 ， 菩 是 不 等 式 的 商 灌 加 以 同一 个 
数 或 者 乘 以 同一 个 大 于 零 的 数 , 不 等 式 仍 然 成 立 . 

设 ”者 示 任意 一 个 正 整数 .对 于 域 9tn) 中 的 > 和 + 这 商 数 ， 
由 于 差 2 一 4， 作为 上 的 函数 , 在 : 的 值 是 适当 六 的 正 值 的 时 候 ， 
和 恒 取 负 值 ,所 以 当然 所 !。 这 事实 可 叙述 如 下 ， 域 807) 中 的 1 
和 上 这 两 个 大 于 零 的 数 ， 具 有 下 述 的 性 质 : 前 一 个 数 的 任意 一 个 
售 数 量 小 于 后 一 个 数 . 

我 们 现在 利用 复数 域 07), 建立 一 种 几何 ,犹如 在 $9 中 根据 
代数 数 域 昌 所 作 的 那样 。 把 域 8(D 中 的 任意 一 组 三 个 数 (z,y,#) 
看 作 是 一 个 点 ;把 90 的 任意 四 个 数 (wiv;w:r)， 在 sv,w 不 
都 等 于 零 的 时 候 , 看 作 是 一 个 平面 ,在 方程 ， 

wr vy wst+r=0 
成 立 的 时 尾 ; 就 把 【zy， 妇 这 个 点 看 作 是 在 {wis:ww:r】 这 个 平 
太 上 ， 而 且 把 两 个 具有 水 同 的 ww:w 的 平面 的 全 体 公共 点 看 作 
基 一 条 直线 . 然后, 如同 在 $9 中 一 样 , 规定 元 素 的 顺序 ， 绑 段 的 
迁移 和 角 的 迁移 ， 这 样 就 产生 了 一 种 " 非 阿 基 米 德 ” 几 何 ; 正如 
复数 系 8(z) 的 上 述 的 性 质 所 表明 的 ,在 这 种 几何 里 ,除去 连续 公 
理 之 外 ,其 余 公理 都 满足 ， 实 际 上 ,迁移 线 眉 1 到 线段 + 上， 不 管 
连续 迁移 多 少 次 ,线段 : 的 终点 都 是 不 会 超过 的 ;这 和 阿 基 米 德 公 
理 所 要 求 的 矛盾 ， 

完备 公理 VW 也 和 在 它 之 前 的 全 体 公理 (公理 TI-IV，W) 互 
相 独 立 。 这 是 $9 中 最 先 建立 的 那 种 几何 所 表明 的 ; 因为 在 那 种 
几何 人 荆 阿 基 洲 德 公理 是 满足 的 ， 

非 阿 基 米 德 儿 何 和 非 欧 刀 里 得 几何 ， 都 具有 重大 的 意义 ， 特 
列 是 ， 阿 基 洲 德 公 理 在 勒 让 德 定理 的 证 明 中 的 地 位 也 极 有 兴 赵 ， 
戴 恩 (M.Dehn)? 遵照 我 的 建议 ， 对 于 这 一 点 加 以 研究 ; 他 的 结 
氧 招 这 个 问题 彻底 泪 浦 , 藏 恩 的 研究 从 公理 I 一 HI 出 发 ， 不 过 他 
所 用 的 顺序 公理 开 比 本 书 中 所 席 的 更 为 普遍 ， 因 此 黎 曼 几何 


切 “ 关 于 三 角形 的 内 和 条 前 勒 证 箱 定 弄 ” (Pie Tegendreschen Satze tiber die 
Winkclumme im 了 Preicck，ktath，Ann。 车 33, 1900), 
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( 椭 画 几何 ) 员 也 包括 在 他 的 研究 范围 之 内 ， 他 的 顺序 公理 工 略 
述 如 下 ; 

一 条 直线 上 的 四 个 点 4, B,C,DD， 异 能 分 为 两 个 点 偶 4, C 
和 8B,D, 使 4,C 和 B,D 声 相 分 离 ;其 逆 也 成 立 , 一 条 直线 上 的 
五 个 点 恒 能 如 是 进 择 它们 的 名 称 为 4, B,C, D, EF, 使 4, C 被 
B,D 分离; 也 被 了 ,EB 分离 ，4,D 被 了 ,分 离 ,也 被 CE 分离， 
等 等 ， 

戴 恩 只 从 公理 I 一 I 出 发 ,因此 不 利用 连续 性 ， 首 先 证 明 勒 
证 德 第 二 定理 (定理 39) 的 推广 . 

车 某 一 个 三 角形 的 三 个 内 和 角 的 和 大 于 ,等 于 或 者 小 于 两 直角 ， 


站 


在 上 文 所 引 的 论文 里 , 还 证 明了 勒 让 德 第 一 定理 (定理 35) 的 
了 的 半 


的 直线 ， 鬼 有 天 和 欠条 ， 是 克 几 昌 得 刀 何 让 下 还 耻 羡 。 
假 通 过 一点 的 和 一 直线 平行 的 直线 不 在 夺 ， 根据 这 个 假设 ， 


二 就 能 用 下 而 的 定 更 符 代 : 一 个 三 角形 的 三 个 肉 角 的 向 等 于 卫 直 
攻 ， 


1) 后 来 F. 鲜 尔 (P,Schuc Math. Am 着 5 和 闲 旭 斯 来 夫 (Hicimester ,Marh, 
Ann, 着 647 都 前 后 证 明了 本 定理 值得 特别 重视 的 是 , 居 者 极 短 的 论证 引 岂 本 
定理 中 本 部 分 的 证 明 。 也 参看 F. 舒 尔 ;几何 基 负 (Gzundlagcn der Geomerrie, 
Leipzig und Berlin, 1900) §6., 


和 党 训 昌 


第 三 童 比 例 论 
$13. 复 数 系 ? 


在 本 意 开 始 的 时 候 ， 我 们 先 对 复数 系 作 一 个 简单 的 说 明 ， 这 
个 说 明 将 使 以 后 的 氢 述 更 为 简易 . 

实数 全 体 构 成 一 个 其 有 下 述 性 质 的 体系 : 

关联 定理 (1 一 0): 

1. 从 一 个 数 s 和 一 个 数 5 经 过 加 ”产生 一 个 确定 的 数 <; 用 
记号 表示 , 妈 

4 十 一 或 ec 一 4 十 三 

2. 设 和 是 两 个 给 定 的 数 , 恒 丛 有 一 个 数 * 存在 ,和 恒 恰 有 

一 个 数 了 存在 ,分 别 使 得 
ai+r=b, yta—s 

3. 有 一 个 确定 的 数 ,叫做 0( 零 ), 使 得 对 于 每 一 个 数 a， 同 时 

有 
#0=a, +a=a 

4. 从 一 个 数 a 和 一 个 数 5， 经 过 另 一 种 运算 “ 恢 ”， 产 生 一 个 

确定 的 数 <; 用 记号 表示 , 即 | 
一 吉 ce 一 a 

5. 设 a 和 5 是 尾 意 两 个 数 , 而 且 = 不 是 0, 恒 愉 有 一 个 数 x 存 

在 ,也 恒 愉 有 一 个 数 7 存在 ,分 别 使 得 
rb, ya—b 
6. 有 一 个 确定 的 数 , 叫 做 1; 使 得 对 于 每 一 个 数 *， 同 时 有 
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”1) 此 处 可 参看 补 疝 . 


| 


运算 律 (7 一 12): 
设 ge， 是 任 痢 三 个 数 ,下 列 运算 律 恒 威 立 ! 


?。 8 二 Ti5Te) 一 人 ra 十 5) 十 了 
8。 好 小 百 汪 目 十 芭 

9. | atéc} = (nb)e 

10. dg te)y= ab tt ae 

11. {a bec—ac be 

12, 8 而 = ba 


顺序 定理 (13 一 16); 

13. 设 # 和 5 是 尾音 两 个 不 同 的 数 。 两 个 数 中 杆 怡 有 一 个 大 
于 另 一 个 ， 设 前 者 是 *， 后 者 二 也 称 为 小 于 2。 用 记号 表示 , 即 

as>b 和 ba 

对 于 任 一 数 42， a 六 a 不成立。 

14. 若 a 记 5 而且 5 交 c,， 则 sn 之 尼 。 

15, 车 a > 5， 则 恒 有 

as ?+i+e 
16. 车 # 之 8， 而 及 ec 0， 则 恒 有 
. ac he 

连续 定理 (17-18); 

17. ( 阿 世 米 德 定理 ) 设 “> 0 和 5 >0 是 任意 两 个 数 。 己 
能 把 a 加 上 它 自己 ,加 到 适当 多 次 , 使 得 所 得 到 徇 和 大 于 上 上。 用 记 
号 表示 , 即 - 

妾 二 小 

16.《 完 备 定 理 ) ”实数 系 不 可 能 增加 新 元 素 ( 新 元 素 当 作 一 种 
新 数 ) ,使 在 扩充 后 所 得 到 的 新 体系 中 ， 在 保持 数 间 的 关系 的 条 件 
之 下 ,定理 1 一 17 全 体 都 成 立 。 或 者 简略 的 说 ,实数 记 成 的 体系 在 
保 尘 全 体 基 系 和 全 体 上 述 定 青 的 条 性 之 下 ,不 可 能 再 行 扩充 ， 

一 组 元 庇 , 只 兵 有 仁 质 1 一 18 的 -部 分 前 ， 叫 做 一 个 复数 系 . 
按照 一 个 复数 系 满足 或 不 满 尼 17 这 要 求 , 它 就 分 别 叫 做 阿 基 米 德 
复数 系 或 非 阿 基 米 德 复数 系 ， 
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十 述 的 性 质 1 一 18 中 ， 有 些 是 其 余 性 质 的 推论 ， 因 此 发 生变 


研究 这 些 性 质 在 让 辑 上 互相 依存 ( 非 儿 立 ) 的 问题 ?3， 去 第 六 章 的 
$32 和 $33 里 , 我 们 将 研究 两 个 这 类 的 问题 ， 因 为 它们 是 具有 几 


何 意义 的 .我们 在 这 里 只 指出 ,性 质 17 断然 不 是 在 它 之 前 的 性 质 


的 逻 男 推论 ; 例如 在 $ 12 里 所 提 的 复数 系 940 有 1 一 16 全 体 性 
顾 , 但 不 满足 性 质 17. 

再 者 ,在 $ 8 里 对 于 几何 的 连续 公理 所 说 的 话 , 对 于 这 里 的 连 
续 定 理 (17 一 18) 也 适用 . 


$14 巴 斯 矿 定理 的 证 明 


在 本 章 和 下 一 章 里 ,我 们 用 来 作为 研究 根据 的 ,是 除去 连续 公 
- 悍 之 外 的 平面 公理 全 体 ; 换 各 话说 ,是 公理 -和 公理 I 一 IV. 在 
这 第 三 章 里 ,我 们 要 用 这 些 公理 ， 也 就 是 说 ， 要 在 平面 上 ,. 不 用 阿 
基 米 德 公理 ,来 建立 欧 几 里 得 的 比例 论 (参看 补 篇 I. 

为 此 ,首先 我 们 证 明 一 个 事实 , 它 是 男 镍 曲线 论 里 的 有 名 的 巴 
斯 噶 定 理 的 一 个 特殊 情形 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 把 它 称 为 巴 斯 叶 定 
理 


定理 40”( 巴 斯 嗜 定理 ) 设 有 了 再 条 相交 的 直线 . 设 4, B,C 
是 其 中 一 条 直线 上 的 三 个 点 ，4',B', C6” 基 男 一 条 直线 上 的 三 个 
点 ， 而 且 它 们 都 不 是 这 两 条 直线 的 交点 (图 38)。 若 C8" 平行 于 
BC', 而 且 C4' 平行 于 4C'， 则 B4 也 平行 于 4B". 


为 了 证 明 这 条 定理 ,我 们 首先 引进 下 述 的 记号 ， 若 是 一 个 直 


角 三 角形 的 弦 * 给 定 ， 而 且 荡 “ 和 了 股 ( 夹 直角 的 一 条 边 】 a 所 夹 的 
角 “ 也 给 定 ( 图 39), 显然, 股 < 也 就 唯一 确定 .这 个 事实 简单 地 用 


1 参看 补 篇 工 。 

2) F. 舒 尔 发 表 了 巴 斯 噶 定理 的 一 个 有 趣 的 证 明 : 只 用 平面 的 和 空间 的 公理 二 -II 作 
根据 。Math，Ann. 站 513 同 拌 的 - 莹 轩 。Math，ann, 部 33、 后 来 j. 希 旭 
其 来 夫 报 据 刀 . 赫 森 堡 的 结果 (CMath，Ann, 凑 所 )， 内 用 平面 公理 1 一 TT 作 
根据 ,证 明了 忆 斯 矿 定 十 {建立 平 而 几何 的 新 法 ,Neue Begriindung der ebenen 
Geometrie, Math, Ann. 郑 54), 蒂 咱 原 书 的 阿 东 瑟 . 、 


Pm 


下 列 式 子 表示 
Hi 

当 任 意 给 定 了 线段 < 和 锐角 “时 ,记号 ee 恒 意 味 荐 一 条 确定 
的 线段 。 同和 祥 地 , 当 任 意 给 定 了 线段 sa 和 锐角 s 时 ,方程 
: om te 
也 宣 唯 一 确定 一 条 线段 <， 

设 < 是 任 党 一 条 线段 ,而 且 和 8 是 任意 两 个 锐角 ， 我 们 说 ， 
下 面 的 线段 合同 式 

wpe 二 Pac 
恒 成 立 , 因 此 各 6 这 两 个 记号 恒 能 交换 ， 

要 想 证 明 .上面 的 合同 式 ， 我 们 取 线 诬 c 一 48, 而 自 以 4 为 
顶点 ,党 着 4B， 在 48 的 两 人 出 ,分 别 作 角 5 和 (图 40)， 然 后 从 
点 首 。 作 角 wx 的 男 一 边 的 蕉 线 83C、 和 骨 8 的 男 一 边 的 屁 线 BD, 过 | 
结 C 种 了， 而 且 最 后 从 点 4 作 5D 的 和 三线 4 五。 

既然 <4CB 和 二 48B 都 是 直角 ，4, B,C, DD 这 四 点 就 共 
清 ; 因 此 ，、 达 4CD 和 一 48D 作为 同一 条 于 4D 上 的 轿 周 角 , 故 征 
此 合同 四， 现在 ,一 方面 一 4CP 和 一 C4 作成 一 直角 , 另 - 一 方面 
A48D 和 BdD 义 作 成 一 直角 ,所 以 人 CAE 和 BAD 合同 ;这 
就 是 说 


CAF=p 


因而 
DAE 三 


。， 和 


闭 丰 1 
现在 立即 得 到 下 列 的 线段 合同 式 : 


Be 二 AD, oe 二 AC 
ope = (AD) = AE, par = BCAC) = AE 
从 而 证 明了 上 文 所 说 的 合同 式 ， 


现在 我 们 回 到 巴 斯 懂 定理 的 图 形 ， 那 两 条 直线 的 交点 用 口 坊 
示 , 钱 展 04, 08, 00, 04’, 0B', 0O0 CEB EBC’, AC', CA', 
BA', A4B' 分 别 用 a By ca 2 考 示 ( 图 
41). 然 后 从 口 作 六 m*, # 的 垂 线 。， /的 垂 线 和 O04, O04’ 所 夹 的 
锐角 ,分 别 用 4 ,4 表示 ; m*, # 的 会 线 和 04, OA4' 所 夹 的 锐角 ， 
分 别 用 ;pg 入 ，» 农 示 ， 遵 照 上 述 的 方法 ,在 相关 的 直角 三 角 
形 里 ， 把 这 三 条 季 线 用 腕 和 底 角 表 出 两 次 ， 就 手 到 下 列 线 朗 合 启 
式 : 


Ab' ce (1) 
ee 3 pe (2) 
va =vB (3) 


裔 然 , 根 据 假设 ， 平行 予 此 市 且 吉 平行 于 ma 六 和 并 的 
垂 线 所以 分 别 和 上 和 mr* 上 的 对 线 相 和 霹 ,因此 得 
le 1 (4) 
ue = pa (5) 
在 合同 式 (3) 的 两 痴 的 左 方 ,同时 施用 记号 ta， 兰 和 根据 前 文 
所 证 明 的 ,考虑 这 些 记 号 能 交 毛 ;就 得 到 
phpa wy ph 


* 下“ 


”这 种 特殊 情形 的 证 明 很 简单 ， 


利用 (2) 改换 这 合同 式 的 左 端 ,利用 (4) 改换 右 端 ;这 合同 式 就 变 
成 . .| 
vane = ple, 

成 
pg ce = yy Aare 
再 利用 {1) 改换 左 庙 ,利用 (5) 改换 右 端 ; 这 合同 式 就 又 变 成 
va Eee 
或 im pb = pr yA 
根据 第 47 页 上 记 说 的 我 们 的 记号 的 性 质 , 从 上 一 个 合同 式 立即 得 
Hb 二 Hy'a 
从 而 又 得 
| ys pa (6) 
” ”现在 来 看 从 点 0 到 # 上 的 鲍 线 ,并 从 4 和 8B' 作 这 条 疏 线 上 的 
己 线 ,合同 式 (6) 表明 这 后 两 条 会 线 的 攻 足 是 同一 个 点 时， 换血 
话说 ,直线 n*” 一 48 蛋 直 于 "上 的 敢 线 ,从 而 平行 于 s。 这 就 证 
了 明了 已 斯 嘴 定 理 . 
我 们 此 后 建立 比例 论 ,只 需 用 巴 斯 噶 定理 的 一 个 特殊 情形 ,这 
种 特 苏 情 形 满足 下 列 贾 个 特别 
条 件 ， 合 同 式 
OC O04 
成 立 , 因 而 合同 式 
OA oO0’ 
也 成 立 , 而 且 4, B, 三 点 在 
以 0 为 起 点 的 闻 一 条 射线 上 . 


方 洪 如 下 ; 
迁移 线段 DB 到 射线 04 图 名 
上 ， 以 0 为 起 点 ，D' 为 终点 (图 和 2); 因此 BD' 这 条 连 线 平行 于 
CA' 和 AC', 因为 00'B 和 04D' 这 两 个 三 角形 含 同 ,有 
LOC'B ELD4DD (1+) 


二 中 本 


既然 ,根据 假设 。CB3 和 BC' 平行 ,所 以 

ZOC'B= ZOB'C (21) 
从 (17) 和 (2’), 得 

ZOAD’= LOB'C | 
根据 圆 的 理论 ，4CD'B” 是 一 个 内 接 于 贺 的 四 边 形 ,而 且 , 从 关于 
这 种 四 边 形 的 角 的 一 条 定理 ,可 得 


ZOD'C= LOAB’ (31) 
男 一 方面 ,因为 GD'C 和 08B4' 这 两 个 三 角形 合同 ,又 得 
ZOD'C= ZOBA’ (47) 


从 (31) 和 (41), 得 
OAB’= 一口 BA 人 

这 合同 式 就 表明 4B' 和 B4 平行 ,如 同 巴 斯 嘴 定 理 所 变 求 的 。 

给 定 了 任 一 直线 ,这 直线 外 的 一 点 ,和 任 一 角 。 经 过 角 的 迁移 
和 作 平 行 直线 ,显然 就 能 求 得 一 直线 ,通过 这 给 定 了 的 点 ， 而 且 交 
这 给 定 了 的 直线 于 这 给 定 了 的 角 ， 因 为 这 个 事实 ,最 后 ,我 们 也 能 
:利用 下 述 的 简单 推论 方式 一 一 这 要 归功 于 别人 的 告知 一 一 来 证 明 
一 般 的 巴 斯 中 定理 to 


通过 B 作 一 条 直线 ， 交 直 
线 04 于 一 点 D', 而 且 于 一 已 
知 角 OCCA"， 即 
ZOCA' = ZOD'B (1*) 
然后 根据 圆 的 理论 中 的 一 条 熟 
知 的 定理 ，CBD' 4 是 一 个 内 
接 于 贺 的 四 边 形 ,因此 ,从 副 上 
的 六 周 角 合同 的 定理 ,得 
图 和 LZ0BA' = ZOD'C (24) 
丁 热 根据 假设 C4 和 4C' 平行 ,所 以 
LOCA' = LOAC {3*) 


从 (1*) 和 (3*), 得 
ZOD'B = LOAC 


时 


中 区 站 全 


然后 B4D'C” 也 是 一 个 内 接 于 圆 的 四 边 形 ,从 而 ， 由 关于 这 种 四 
边 形 的 角 的 定理 ,得 


LDL4D = ZOC'B C4) 
青 者 ,根据 假设 C8’ 平行 于 BC "， 所 以 有 . 
0B'C= 一 DC (5*) 


从 (4*) 和 (5*) ,得 
ZOAD’ = AOC 
这 合同 式 最 后 表明 C4D'B” 是 一 个 内 接 于 圆 的 四 边 形 ,因此 有 
OAB DPC C6*) 
由 (2*) 和 (6*), 得 
ZOBA'= LOAB’ 
这 个 合同 式 证 明 ,直线 34 和 43 平行 ,就 确立 了 巴 斯 噶 定理 ， 
荐 D' 和 4 B,C' 三 点 中 的 一 点 重合 ,或 者 ，4， B,C 三 点 
的 顺序 是 男 一 种 ,证 法 就 必须 加 以 修改 ,但 如 何 修改 ,显而易见 ? 


$ 15. 根据 巴 斯 夺 定理 的 线段 计算 


前 一 池 里 所 证 明 的 巴 斯 忠 定理 ， 使 我 们 能 在 玫 何 里 引进 线 让 
的 一 种 计算 ,其 中 的 运算 律 和 实数 的 运算 律 完 全 没有 区 别 ， 
在 线段 的 计算 里 ,我 们 用 “相等 ”这 个 和 名词 普 代 “合同 ”, 用 “一 ” 
这 个 记号 替代 “= 
车 4,B8,C 基 一 直线 上 的 三 点 ,而 且 了 在 4 和 C 之 间 : 我 们 就 
抬 < 一 4C 刑 散 4 一 48 各 一 BC 这 两 线段 的 和 {图 科 ), 而 
且 写 成 下 式 : 
站 
我 们 说 线段 a。 和 5 都 小 于 c, 用 
des be 


1) 应 用 三 第 形 的 高 线 共 点 这 条 定理 , 也 能 建立 巴 斯 喝 定理 和 比例 论 ， 这 应 用 是 很 
有 趣 的 ， 秦 看 F, 阁 尔 Math，Ann. 养 守 和 了 丁 英 来 上 。 “gtudier over den 
Plane geaimetrig Aksiomer”, Kopenhagen, 1903, 


® S51 » 


ee 


Ch 
4 和 4 


宕 示 ; 也 说 大 于 a 各 ,用 
ca, cc» 


串 示 ， 
从 直线 的 合同 公理 IT _:， 即 知 : ”对 于 上 文 规定 的 线段 的 加 
法 ， 结 全 
stp)=(ta 8)te 
和 次 扩 和 
s+b—bta 
都 成 并 ， 
为 善 要 用 几何 的 方式 来 规定 一 线段 a 和 一 线段 5 的 积 ,我们 
用 下 述 的 作 图 法 ， 首 先进 定 任 意 一 条 线 


F 段 ;但 选 定之 后 ,我 们 就 始终 都 用 它 ， 我 
| 们 用 宇 裘 示 这 条 线段 ， 然 后 在 以 O 为 顶 
° 点 和 的 一 个 直 衣 的 一 边 上 , 先 以 0 为 起 点 ， 


作 线 段 1 (图 45)， 再 以 0 为 起 点 , 作 线 
眉 上， 在 另 一 边 上 ,又 以 @ 为 起 点 , 作 线 

图 4 段 a， 通 过 1 和 «这 两 线段 的 终点 ， 作 
一 直线 ,再 通过 线段 b 的 终点 , 作 前 一 直线 的 平行 线 ， 设 这 平行 线 
在 另 一 边 上 礁 下 一 线段 <。 我 们 就 把 这 线段 叫做 线 眉 a 莱 以 线 
段 的 积 , 而 且 写 成 下 式 

c= ab - 
我 们 首先 证 明 , 对 于 上 文 规定 的 线 眉 的 乘法 ,交换 律 
ss = ba 

成 立 . 为 此 ,我 们 先 按 了 照 上 文 的 步 怠 作 sn 这 线段 。 然 后 在 这 直角 
的 第 一 边 上 作 线 段 a, 在 另 一 边 上 作 线 段 5; 用 直线 连结 1 这 线段 
的 终点 和 另 -一边 上 的 线段 上 的 终点 , 作 这 直线 的 一 条 平行 组 ,通过 
第 一 边 上 的 线段 的 终点 ,这 平行 线 从 这 另 一 边 上 城下 一 线段 za 


本 二 了 到 


事实 上 ,如 图 46 所 示 , 由 于 辅助 虚线 的 平行 ， 根 据 巴 斯 订 定 理 { 定 
理 40)，5 这 线 碟 和 先前 所 作 的 线 菇 a 是 同一 线段 "四 ， 反 之 ,可 
以 立刻 大 出 ， 从 我 们 的 绥 眉 计算 里 交换 律 的 成 立 世 可 推断 第 49 责 
上 所 提 的 巴 斯 太 定理 的 特殊 情形 , 对 于 射线 04 和 04' 作 成 一 个 
直角 的 这 种 图 形 是 成 立 的 ， 


图 行 图 47 
其 次 ,要 证 明 我 们 的 组 朋 匈 法 还 适合 结合 律 ; 
a{tbe) — (nb)e 
不宜 角 的 一 边 上 ,以 0 为 起 点 , 作 线 段 1 和 上 5; 在 男 一 边 上 ， 同 祥 
以 0 为 起 点 , 作 线 股 a。 和 。、 然 后 作 线 段 2 一 5 和 “一 必 ， 而 
有 迁移 4 和 。 这 两 线 脆 到 第 一 边 上 , 以 为 起 点 ， 然 后 再 作 oe 和 
cd。 再 根据 巴 斯 噶 定理 ,如 同 从 附 图 47 可 以 看 出 的， 这 两 条 强 眉 
的 终点 相同 , 即 
tt cg Rafteb) = clab) 


利用 交换 律 , 即 得 
. qbe) m= (gb)e® 


1) 此 处 也 可 者 性 A， 过 尼 赛 尔 CA. Knescr，Archiy fir Math, und Phys., 泥 刊 “ 
ID, 热 2) 和 J 昔 玉 上 CJ Mollerup, Math。 Ann, 帮 56y 区 *Studier over 
den plane geometris Akdomer”, 区 openhagen1903) 在 这 期 间 建 立 出 例 论 的 方 
跨 ; 地 杂 是 把 出 情 式 区 在 前 面 .FE， 好 尔 (Zar Proportionenlehre,， Math, Ann, 伏 
好》 提 到 库 坡 费 尔 [REupffer) CSitzungsber. der Maturforschergesellachaft i 
Dorpat，1893) 已 经 正确 地 证 明了 乘法 交换 律 . 不 过 ， 摩 恕 费 尔 甘 于 建立 比例 
启 的 其 他 详 据 :我们 认为 并 不 充分 。 


当归 


可 以 看 到 ,在 .上 文中 证 明 乘 法 交换 律 和 结合 律 , 都 只 用 了 巴 斯 
噶 定 理 的 、 在 第 49 页 到 第 50 真 (5 14) 上 所 证 明 的 那 一 个 特殊 情形 。 
这 特殊 情形 的 证 明 很 简单 ， 只 需要 用 一 次 内 接 于 加 的 四 边 形 的 定 
理 . 

综 上 所 述 ， 家 


量 晤 和 


量 和 


的 一 个 ,这 方法 如下; 

在 一 一 个 直 和 佣 的 一 边 上 ,以 顶点 0 为 起 点 ， 作 线段 s 一 G4 和 
5 一 08, 在 男 一 边 上 作 单 
位 叹息 1 一 GC {图 48)， 
通过 4,8, C 这 三 点 的 图 
还 交 后 一 边 于 一 点 了 。 我 
们 可 以 不 用 贺 规 9， 员 用 
合同 公理 ,很 容易 求 得 这 
个 了 点 如 下 : 作 从 圆心 到 
OC 的 垂 线 ,再 作 点 C 关于 
这 条 垂 钱 的 反射 点 冯 。 因 

图 48 为 角 De4 等 于 角 二 
23， 根 据 两 条 线段 的 积 的 定 文 { 第 52 页 ) 
OD = ub 
六 因为 角 芝 OD4 等 于 角 和 08C， 再 根据 这 积 的 定义 
OD = ba 
如 此 得 到 的 苹 法 的 交换 律 路 一 ba, 再 根据 第 53 页 上 上 所 所 到 的 一 
句 话 ,就 证 明了 在 第 49 页 所 说 的 、 对 于 一 直角 的 两 达 的 ` 巴 斯 噶 定 
理 的 那个 特殊 情形 ,再 根据 第 53 页 ,就 得 到 葬 法 的 结合 律 
qbe) = (Cab)e 
最 后 ,在 我 们 的 线段 计算 里 , 胰 法 的 分 配 律 


让 


a(b+ e) 一 56 十 ee 
也 成 立 。 为 着 证 明 分 配 律 ,我 们 作 线 段 a6,ac 和 a(8 十 c]?， 然 后 
通过 < 的 终点 《 见 图 49)， 作 一 直线 ,平行 于 这 直角 的 另 一 边 ， 图 


LE 


中 用 影 钱 表册 的 丙 个 直角 三 角形 合同 ， 黄 应 用 平行 四 边 形 的 对 边 
相等 的 定理 ,就 证 明了 所 楼 证明 的 事实 。 
若 志 和 * 是 任意 两 条 线段 , 则 恒 有 一 条 线段 a, 使 < 一 ab.。 a 


这 线 眉 就 用 二 表示 , 则 做 。 除 以 的 商 ， 


§ 16. 比例 和 相似 形 定理 


.我们 利用 上 上 文 所 竹 述 的 线 民 计算 ， 就 可 以 如 下 的 建立 欧 几 里 
得 的 比例 论 ,使 它 不 再 有 缺陷 ,而 且 使 它 不 需要 阿 基 米 德 公理 ， 
定义 设 4,5, et 是 尾音 四 条 线段 。 那么 它们 成 比例 
qb 
的 意义 ,不 外 平 就 是 它们 适合 
ab’” = Ba’ 
这 个 线段 方程 ， 
定义 ”车 两 个 三 角形 的 对 应 角 都 合同 ， 这 两 个 三 角形 就 说 是 
相 忆 ， ， 
定理 4 - 若 sa, 和 =， 8 是 两 个 相位 三 角形 的 对 应 边 。 则 
人 一 . 
证 明 首先 考 左 下 述 的 特殊 情形 ， 这 两 个 三 角形 的 边 a,8 和 
a, 5 所 夹 的 角 基 家 解 .设想 这 两 个 三 角形 安置 在 同一 个 直角 上 ， 
然后 以 项 点 为 起 点 , 在 一 边 上 作 线 康 1( 贸 50); 表 通 过 级 段 的 终 
点 , 作 直 线 平行 于 这 两 条 续 , 从 另 一 边 上 和 鹤 下 一 线 色 。; 根据 我 们 
中 村 与 


二 
0 + a 
图 30 图 51 
的 线段 容 的 定义 ， 
b= eas $b eq 
因此 得 


即 
人 
现在 考虑 普遍 的 情形 ， 在 这 两 个 三 角形 的 每 一 个 里 ， 作 内 和 角 
平分 线 的 交点 5 和 5S (图 51). 这 交点 的 存在 ， 用 定理 25 很 容易 
证 明 . 从 5 和 3 分 别 作 三 池上 的 三 条 垂 线 * 和 +'; 它们 把 三 边 分 
成 的 线段 用 
dp» des Pes bas Fay Co 


[i - - r - - 
py dey Bes bs cay Ch 


束 示 . 

dp oar br Bsr’ 

des w= WaS” bar = batr” 
应 用 分 配 律 到 这 些 比 例 ,得 

dir oma, Bir = b'sr’ 
从 而 得 

bar = bra', a br grb 

应 皇 要 六 交换 律 到 这 两 个 方程 ， 最 后 得 


BE: 一 人 
从 定理 41, 就 得 到 下 述 的 比例 论 中 的 基本 定理 4 


和 


定理 42 若 两 条 平行 直线 在 任 痪 一 角 的 两 边 上 分 别 截 下 线 
朋 s:5 和 as: 请 ， 则 这 四 条 绕 氏 成 比例 
dab = aas 
反之 ， 若 四 条 线段 ay 5,a' ,8' 成 比例 ， 而 且 ge 和 a ,如 分 
列 放 置 在 任意 一 角 的 两 边 上 ,都 以 这 角 的 顶点 为 起 点 , 则 连结 ae 
的 终点 的 直线 必 平 行 于 连结 5, 六 的 终点 的 直线 加。 


§ 17. 直线 的 和 平面 的 方程 


在 前 此 席 讨 论 揭 一 组 线 女 之 外 ， 我 们 还 增加 第 二 种 这 样 的 一 
组 线 毁 。 根据 师 序 公理 ， 在 一 直线 上 能 够 很 容易 地 区 别 出 一 个 
“正方 向 和 一 个 " 负 方向， 一 条 线 恨 48, 前 此 甩 人 散 = 的 ,现在 要 
加 以 区 别 ; 当 召 在 从 4 算 起 的 正方 襄 的 肘 候 , 现 在 就 还 用 a 表示 这 
线段 ， 否 则 用 一 a 表示， 一 个 点 我 们 把 它 时 做 线段 0。 我们 说 线 
让 4a 是 “ 正 " 的 或 大 于 0, 用 记号 “> 0 表示 ;说 线 狠 一。 是" 负 "的 
或 小 于 0, 用 记号 一 a 二 0 表示 。 

在 如 此 扩充 的 线段 计算 里 ,§ 13 中 列 出 的 实数 的 运算 律 1 一 16 
金 体 都 成 立 ， 下 询 所 提 的 特殊 结果 是 值得 重视 的 ; 

恒 有 

zs 1 一 Ia 一 ea 和 #0O0m0:4=0. 

落 6 一 0， 必定 4 二 0 或 者 上 = 0. 若 s>>5 而 且 > 0, 恒 
有 #e 这 be, 车 4 人，42，4， 4,_1， 有。 是 一 直线 上 的 » 个 
点 , 绕 段 ALdy, Asdss ~ A s Lo 的 和 等 于 Om, 

在 一 个 平面 5 中， 现在 取 了 
通过 一 点 口 的 两 条 互相 答 直 的 
直线 作为 固定 的 直角 坐标 轴 ， 
然后 在 这 了 两 条 直线 上 ， 以 口 为 
起 点 ,分 别 作 任 意 的 线 正 x, y; 
然后 再 在 族 段 x,y 的 终点 处 作 
从 线 ， 它 们 必 相 交 而 得 交点 


< 了 


{图 52).。*。y 这 二 线 色 就 思 做 点 了 的 业 标 ， 平面 “的 每 一 点 ,者 

由 它 的 坐标 唯一 决定 ;这 里 的 +, 》 可 以 是 正 线 眉 ,人 负 线 眉 或 者 0. 
设 上 是 平面 4 中 的 ,通过 0 和 以 a,5 为 党 标 的 点 C 的 直线 . 若 

是 x,y 是 1 的 枉 意 点 PF 的 谷 标 ,从 定理 42 就 得 到 直线 ! 的 方程 

Rb = ry 

址 br— Gy 下 

设 上 是 平行 于 ! 的 一 条 直线 ,而 且 它 在 * 轴 上 截 下 一 条 线形 <, 我 

们 只 要 把 ! 的 方程 中 的 线段 x 用 线段 > 一 “ 替代 , 就 得 到 ! 的 方 

程 ,部 


bx— ay— be-=0 

从 上 文 。 我 们 不 用 阿 基 米 德 公理 ,容易 得 到 下 述 结论 : 一 个 平面 中 
的 每 一 条 直线 能 用 坐标 x，? 的 一 个 一 次 方程 表 出 ,而 且 , 反 之 ,每 
一 个 这 样 的 方程 表 出 -- 条 直线 ; 此 处 记 说 的 方程 是 用 我 们 的 几何 
中 的 线 正 作 系 数 . 

空间 几何 的 相当 结果 ,也 能 同样 地 容易 证 明 . 

从 此 以后 ,几何 进一步 的 构造 ,能 够 遵照 解析 几何 中 遂 常 所 采 
用 的 方法 来 进行 ， 

迄今 为 止 ,本 章 中 者 没有 用 阿 基 米 德 公理 ;现在 我 们 假设 这 公 
理 成 立 , 那 么 空间 中 竺 意 一 条 直线 上 的 点 ,我 们 都 能 指定 实数 和 它 
们 对 应 ， 方 法 如 下 : 

先 在 这 直线 上 任意 选取 商 个 点 , 指定 0 和 1 这 两 个 数 


和 它们 效应; 然后 二 等 分 由 这 两 点 所 决定 的 线 暴 91， 指定 二 
和 这 样 得 到 的 中 点 对 应 ,再 指定 四 和 线段 0 的 中 点 对 应 ; 继续 
这 种 办 法 ”次 之 语 ,就 得 到 一 个 点 ,和 它 对 应 的 数 是 起 。 现在 再 
迁移 线段 0 去 到 0 点 处 , 娓 迁移 到 0 的 ! 所 在 的 一 便 ， 又 迁移 到 
另 一 便 ; 迁 移 一 次 之 后 又 一 次 , 研 续 巡 次 ， 这 样 得 到 的 两 点 我 们 分 
别 指 定 及 一 训 和 它们 对 应 ， 从 阿 基 洲 德 公理 很 容易 的 得 到 下 


过 要 


述 结论 ， 根 据 这 种 对 应 办 法 ， 这 直线 上 的 每 一 点 有 一 个 唯一 确定 
的 实数 和 它 对 应 , 而 且 这 种 对 应 具有 下 述 性 质 ， 若 是 4, B,C 是 
这 直线 上 性 意 三 点 ，a, PF, 7Y 是 分 别 和 它们 对 应 的 实数 ,而且 B 在 
4 和 C 之 间 , 这 三 个 实数 恒 适 合 不 等 式 上 < 有 一 7 或 > 有 >7。 

及 第 二 章 $ 9 的 讨论 可 知 ， 给 定 了 那里 的 代数 煞 城 @ 中 的 每 
一 个 数 ,这 直线 上 必然 有 一 个 点 存在 ,使 这 个 数 和 这 个 点 对 应 ， 至 
于 每 一 个 其 他 的 实数 是 否 也 和 一 个 点 对 应 、 那 就 决定 于 在 我 们 的 
几何 中 完备 公理 Vi 是否 成 立 . 

另 一 方面 ,车 一 种 几 柯 里 ,只 假定 阿 基 米 德 公理 成 立 ， 就 恒 能 
够 在 原 有 的 点 ， 直 线 和 平面 之 外 ， 增 加 “无理 ”元 素 ， 使 扩充 后 的 
几何 具有 下 述 的 性 质 给 定 了 尾 意 一 组 适合 直线 的 方程 的 三 个 实 
数 , 这 直线 上 异 有 一 点 和 这 组 实数 对 应 。 著 基 采用 了 适当 的 规约 ， 
同时 还 能 使 公理 I 一 Y 在 扩充 后 的 几何 里 全 体 成 立 。 这 扩充 后 
(增加 无 理 元 素 上 后) 的 几何 就 和 通常 的 空间 的 箔 卡 儿 解析 几何 毫 无 
差别 ,而 且 完 备 公理 Vi 在 这 种 几何 里 成 立 "， 


1) 参看 5 8 结尾 前 和 的 注 记 . 
"+ 


第 四 章 平面 中 的 面积 论 
§ 18. 多 过 形 的 剖 分 相等 和 拼 补 福 等 


本 章 记 根 据 的 公理 和 第 三 章 一 样 ， 即 连续 公理 之 外 的 全 体 直 
线 的 和 平面 的 公理 , 亦 即 公理 Ls, H—lIVY., 

第 三 章 中 记 盖 明 的 比例 论 ,和 那里 所 引进 的 线 斤 计算 ,使 得 我 
们 有 可 能 用 上 述 的 公理 , 即 在 平面 中 而 又 不 用 连续 公理 ,来 建立 欧 
几 里 得 的 面积 论 ， 

网 然 按 照 第 三 章 中 的 探讨 ， 比 例 论 的 主要 很 据 是 巴 斯 蜀 定理 
(定理 40), 所 以 面积 论 也 如 此 ,面积 论 的 如 此 建立 ,在 我 看 来 ,是 
巴 斯 哈 定 再 在 初等 几何 中 最 突出 的 泣 用 之 一 . 

定义 ” 若 一 个 简单 的 多 边 形 了 的 两 点 用 任意 一 条 折线 收 连 
结 ,而 这 折线 眉 整 个 的 在 这 多 边 形 的 内 部 , 且 不 含有 重点 ， 那 么 就 
产生 两 个 新 的 简单 的 多 边 形 P, 和 P,, 它们 的 内 点 都 在 了 的 内 部 ; 
我 们 说 ，P 了 分割 成 P: 和 P,, 或 者 齐 分 成 P 和 已 ,或 者 PL 和 Ps 
合并 成 PA 

定义 、 若 两 个 简单 的 多 边 形 都 能 割 分 成 有 限 多 个 三 角形 ， 而 
且 这 些 三 省 形成 对 的 互相 合同 ， 这 两 个 多 边 形 就 说 是 剖 分 相 舌 . 

定义 ” 若 两 个 简单 的 多 边 形 P 了 和 台 能 够 给 添加 有 限 多 个 这 样 
的 我 对 的 判 分 入 等 的 多 边 形 P', 8; P", 90";:--; P",8” 合 
并 ,使 得 按 下 列 方式 合并 成 的 多 边 形 PP 十 P 十 P" 十 十 PpP” 
和 二 9 二 9 十 十 日 ” 互 相 章 分 相等 ，P 和 就 说 是 拼 
御 相等 (图 53). 

从 这 些 定 义 立 刻 知 道 : 若 剖 分 相等 的 多 边 形 各 拼合 上 齐 分 相 
等 的 多 边 形 , 结 果 仍 然 训 分 相等 ; 若 部 分 往 等 的 多 边 形 中 各 去 壕 剖 
分 相等 的 多 边 形 ， 剩 下 的 就 拼 补 相等 (参看 补 篇 HI), 


= 匠 和 全 


: 下 述 定理 还 成 立 ; 

定理 43 ” 若 两 个 多 过 形 Pl 和 P, 都 和 第 三 = 个 多 边 形 P; 章 分 
根 等 ， 幅 客 们 世间 分 相等 落 两 个 多 边 形 都 和 第 三 个 多 边 形 拭 补 
相等 , 卓 它 们 也 拼 补 相等 ， 

证 明 从 假设 , P, 和 已 各 有 一 个 分 成 三 角形 的 章 分 ,它们 的 
诸 三 角形 成 对 的 合同 ; 而 且 P, 和 已 也 各 有 一 个 如 此 前 划分 (图 
54).… 同时 壹 匣 P; 的 这 两 个 齐 分 ,在 一 般 的 情形 下 ,一 个 剖 分 中 的 
每 一 个 三 角形 被 男 一 个 剖 分 中 的 诸 线 鹏 分 成 若干 个 多 边 形 ， 再 作 
适当 多 条 线 良 ,把 这 些 多 这 形 的 每 一 个 都 分 成 三 角形 ,而 县 在 岂 和 
PP, 中 分 别 作对 应 的 分 成 三 角形 的 前 分 ， 然 后 ，P, 和 已 这 两 个 多 
这 形 显然 分 成 了 同样 多 的 成 对 的 合同 三 前 形 ,因此 ,按照 定义 被 
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些 刘 分 相等 . 
定理 43 的 第 二 句 话 的 证 肯 不 会 发 生 困 难 吼 (参看 补 篇 乌 )， 
下 列 概 念 的 定义 和 通常 的 一 样 : 长 方形 、 平 行 四 边 形 的 底 边 
和 高 线 , 三 角形 的 底 边 和 高 线 . 


$ 19. 等 底 边 和 等 高 线 的 平行 四 边 形 和 三 角形 


下 面 的 图 (图 55) 所 表明 获知 的 欧 几 里 得 的 证 卜 给 我 们 下 述 
定理 ; 


图 5 


定理 和 ”等 底 边 等 高 线 的 两 个 平行 四 边 形 拼 补 相等 ， 
再 者 ,有 下 述 数 知 的 事实 ; | 
定理 43” 任意 一 个 三 角形 4BC 和 某 一 个 等 底 按 而 半 高 线 的 
平行 四 边 形 剖 分 相等 . 
证 明 【图 56) 二 等 分 边 4C 于 点 DD, 这 

Eg _F BC 于 点 ,其 次 延长 线段 DE 两 售 长 到 下 ， 
于 是 三 角形 DCE 和 FBE 合同 ,从 而 三 角形 
ABC 和 平行 四 边 形 4BFDD 齐 分 相等 。 

从 定理 44 和 定理 45, 再 参考 定理 43, 即 

图 3 得 下 述 定理 : 

定理 46 等 底 边 等 高 线 的 两 个 三 角形 拭 补 相等 ， 
”大 家 都 知道 ,下 述 事实 是 容易 证 明 的 ,如 同 附 图 (图 57) 记 表 出 
的 ， 等 底 辽 等 高 线 的 两 个 平行 四 连 形 ,因而 ,从 定理 43 和 定理 45， 
等 底 边 等 高 线 的 两 个 三 角形 , 恒 训 分 要 等 ,然而 我 们 要 注意 ， 这 种 
证 明 不 用 阿 基 洲 德 公理 是 不 可 能 的 ;事实 上 ,在 每 一 种 非 阿 基 米 德 
几何 { 例如 第 二 章 $ 12 中 的 一 种 这 样 的 几何 ) 中 ,能 给 而 内 个 三 角 


时 看 时 下 


， 
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形 ,它们 等 底 边 又 等 高 线 ,因而 从 定理 46 它们 拼 补 相等 ,但 是 它们 
却 不 剖 分 根 等 ， 

为 证 实 这 各 括 , 设 在 一 种 非 阅 基 米 德 几何 中 ,在 一 条 射线 上 取 
两 条 这 样 的 线段 4B 二 。 和 4D 一 a (图 58)， 使 得 没有 整数 4 
适合 直列 关系 : 

和 

在 线段 4D 的 两 端点 处 , 作 长 等 于 。 的 垂直 线段 4C 和 DC”. 
根据 定理 46, 三 角形 4BC 和 4BC' 淹 补 相等 ， 从 定理 23 得 : 三 
和 角形 的 两 边 的 和 大 于 第 三 边 ， 这 里 所 说 的 两 边 的 和 是 按照 第 三 章 
中 所 引进 的 线 朗 的 计算 来 理解 的 . . 

因此 ，BC < e 十 。 一 2e。 和 月 者 ， 不 用 连续 性 能 征明， 一 条 
完全 在 三 角形 内 部 的 线段 小 于 这 个 三 角形 的 最 长 的 边 吕 ， 因此 ， 
每 一 条 在 三 角形 4BC 内 部 的 线段 也 小 于 2 e. 

假设 三 角形 4BC 和 4BC’ 能 前 分 成 有 限 多 个 (例如 六 个 ) 成 
对 的 合同 三 角形 。 三 角形 4BC 的 谢 分 中 的 每 一 个 子 三 角形 的 每 
一 条 边 ,成 者 在 三 角形 43C 内 ,或 者 在 48C 的 一 条 边 上 ,这 就 是 . 
说 , 它 小 于 2 .所 以 ,每 一 个 子 三 角形 的 周 长 小 于 66; 全体 岂 长 的 
和 因而 小 于 6& . e。 三 角形 48C 的 这 个 剖 分 中 的 诸 对 三 角形 的 
周 长 的 和 必定 等 于 三 角形 4BC’ 的 这 个 剖 分 中 的 诸 子 三 角形 的 周 
长 的 和 ， 所 以 三 角形 4BC' 的 间 分 中 所 用 的 子 三 角形 的 局 长 的 和 
必定 也 小 于 6 .ec， 这 个 和 一 定 合 有 整个 的 4C' 这 条 边 , 这 就 是 
岗 ， 应 该 有 不 等 式 4C' 之 抱 ，e; 在 这 情形 下 ;由 于 定理 23， 更 
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应 该 有 不 等 式 a < 人鱼 ，e。 但是， 这 后 面 的 关系 与 我 们 关于 线 殿 
< 和。 的 俱 设 相 矛 天， 于是， 外衣 三 角 政 4BC 和 48C" 能 记分 
成 成 对 的 合 周子 三 角形 , 总 发 生 矛 后 ， 

在 初等 几何 中 关于 多 边 形 插 补 祖 等 的 重要 定理 ， 特 别 是 毕 达 
哥 拉 产 定 理 ， 都 是 上 文 所 列 出 的 诺 冠 理 的 浅 易 推 论 ， 我 们 还 提出 
下 述 定理 ; 

定理 条 对 于 任意 一 个 三 角形 (因而 任意 一 个 简单 的 多 这 
形 ) ,和 便 有 一 个 与 它 拼 补 相 等 的 ,一 股 等 于 工 的 直角 三 角形 ， 

关于 三 角形 的 论 攻 ,根据 定理 46， 定 理 42 和 定理 43 容易 推 
出 3。 关 于 多 边 形 的 论断 ， 可 如 下 证 明 ， 草 分 篇 单 的 多 边 形成 三 
胃 形 ， 对 于 这 些 三 角形 决定 和 它们 拼 补 相 等 且 一 股 等 于 1 的 诸 直 
角 三 角形 ， 由 于 这 些 长 麻 等 于 I 的 股 可 以 看 作 是 这 些 三 角形 的 高 
线 , 然 后 再 和 必定 理 43 和 定理 46 合并 这 些 三 角形 { 第 60 页 )， 就 
证 明了 我 们 的 论断 中. 

要 进而 完成 面积 的 理论 ， 我 们 面临 着 一 个 本 质 上 的 困难 ， 特 
别 蚌 我 们 前 此 的 讨论 中 ,没有 断定 是 否 所 有 约 多 边 形 都 拼 补 相等 . 
车 都 拼 神 相等 。 则 前 此 证明 的 定理 并 未 告诉 我 们 什么 ， 而 且 无 审 
义 ， 关 键 的 问题 是 ， 两 个 托 补 相等 的 长 方形 著 有 一 公共 边 ， 是 否 
另 一 边 也 必定 合同 . 

只 要 再 详细 地 研究 就 会 知道 ,要 解答 上 述 航 问题 ,我 们 需要 定 
理 46 的 道 定理 , 苑 下 述 的 定理 ， 

定理 骆 ” 若 两 个 拭 补 祖 等 的 兰 角 形 有 权 等 的 底 边 ， 则 它们 世 
有 相等 的 高 线 . 

这 条 基本 定理 48 是 欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 一 卷 中 的 第 39 条 
定理 ,. 在 证 明 这 条 定理 时 ， 欧 几 里 得 求助 于 下 述 普遍 的 关于 量 的 
原理 ， 整 体 大 于 它 的 部 分 ， 这 就 等 于 引进 了 一 一 条 新 的 关于 拼 补 入 
.等 的 几何 公理 *, 


12 实际 上 ;我们 要 奎 附录 工 中 建立 一 种 几何 -在 这 种 几何 中 ,除去 公理 IT 这 条 公 
理 TI 将 被 另 一 条 较 勇 的 形式 替代 )} 外 。， 这 里 所 根据 的 公理 I~IV 都 满足 了 ;但 
是 ;在 这 种 几何 中 的 定理 48, 从 而 命题 “ 监 体 大 于 它 的 部 分 ?不 成 立 ， 


wn 攻 才 全 
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理 ， 来 建立 而 积 论 、 妆 训 了 如 沾 个 家 们 让 让 过 调和 的 度量 村 
念 ， 


§ 20. 三 角形 和 多 边 形 的 面积 的 度量 


定义 ”在 平面 几何 中 ， 一 条 直线 483 分 不 在 这 直线 上 的 点 为 
两 个 区 域 ,这 两 个 区 域 中 的 一 个 称 为 在 从 4 出 发 的 射线 4B 或 "有 
向 线段 48” 之 右 ,而 和 且 在 从 8 出 发 的 射线 B84 或 “有 向 线段 B84* 之 

男 一 个 称 为 在 射线 4B 之 左 ， 而 且 在 射线 B4 之 右 。 对 于 两 
条 有 向 线段 48 和 4C 来 说 ， 落 吕 和 CC 都 在 从 4 出 发 的 同一 条 射 
线 上 ,在 有 人 向 线段 48 和 4C 之 右 的 区 域 是 同一 个 (而 和 且 反 过 来 也 
对 )}。， 若 对 于 一 条 从 点 口 出 发 的 射线 8 来 说 ， 右 区 域 已 经 确定 了 ， 
而 自 一 条 从 点 避 起 的 射线 二 在 这 区 域 中 ， 由 直线 所 决定 的 两 个 
区 域 中 那 含 有 射线 & 的 一 个 称 为 在 5 之 左 。 我 们 知道 ， 在 平面 几 
何 中 ,这 样 的 从 一 条 确定 的 射 钱 48B 出 发 ,就 唯一 地 规定 了 每 一 条 
射线 或 每 一 条 有 疝 线段 的 左右 伍 叶 、 

一 个 三 角形 4BC 的 内 部 (第 8 页 ?的 点 或 者 在 边 4B,BC:C4 
之 左 ， 或 者 在 83，B4，4C 之 左 . 在 第 一 种 情形 下 ， 我 们 说 
4BC (或 者 BC4 或 者 C4B) 是 这 三 角形 的 正 周 向 , 而且 CB4 
(或 者 B4C 或 者 4068) 是 负 周 向 ;在 第 二 神情 形 下 ,我 们 说 CB4 
是 这 三 角形 的 正 周 向 ,而 且 48C 是 负 周 向 ， 

定义 ” 若 在 以 :5 为 边 的 三 角形 4BC 中 作 高 线 二 4D， 
局 一 BE ( 阁 59)， 根据 定理 41, 从 三 角形 BCE 和 4CD 的 相似 
即 得 到 出 例 


即 


hs = Bh, 

4ha = 而 
因而 ， 在 每 一 个 三 角形 中 一 条 底 边 和 它 对 应 的 高 线 的 莱 积 和 所 选 
取 的 底 边 无关 。 因 此 诡 边 和 高 线 的 药 积 的 一 半 荐 这 三 角形 的 一 条 


+ 3 * 


图 59 - 图 的 


特征 线段 *， 设 在 三 角形 4BC 中 , 局 向 48C 是 正 的 ， 这 正 线 段 
af{ 根 据 第 57 页 上 的 定义 ) 现 在 就 称 为 正 周 向 的 三 角形 太 BC 的 面 
积 度量 ,用 L48BC1] 表示 ; 负 线 跟 一 < 称 为 负 周 向 的 三 角形 ABC 
的 将 积 度量 ,用 【CBA4] 者 示 . 

然后 下 述 的 简单 定理 成 立 : 

定理 稚 车 一 点 0 在 三 骨 形 4BC 的 外 部 (图 的 ), 由 这 三 角 
形 的 面积 度量 有 下 列 关系 ; 

[ABC] = I0AB] + [0BC] + {OCA] 

证 明 次 步 ， 假 设 线 慨 40 和 BC 交 于 一 点 D、 从 面积 度量 

定义 ,用 线 有 段 计算 的 分 防 律 ,得 到 


[oAB]1 “-" [ODB1+[DAB] 

[OBC] = —[I0OCB] = —[IOCD]- [ODE] 

[OCA] = [OCDI+[CAD] 
把 这 些 方程 中 所 提 到 的 线段 加 起 来 ,而 且 用 第 57 页 上 雇 提 到 的 一 
条 定理 ce1， 就 得 到 


[OAB] + [OBC] + [OCA] = [DAB] + [CAD] 
由 此 ,再 根据 分 配 律 , 推 得 : 

[OABI+ [OBCI+ [OCALABC]I 

在 关于 点 0 的 位 置 的 其 他 假设 下 ,同样 可 以 证 明定 理 和 的 论 
斯 ， 

定理 50 若 一 个 三 角形 4BC 任 襄 地 剖 分 为 若干 个 三 角形 
全 则 正 导向 的 三 角形 4BC 的 面积 度量 就 等 于 全 体 正 周 向 的 三 
角形 入 4 的 面积 度量 的 和 ， 


， 的。 


证 明 ” 设 三 角形 的 正 局 向 是 4BC (图 61), 设 DE 是 三 角形 
4BC 内 玫 的 一 条 线段, 而 且 是 剖 分 中 的 两 个 三 角形 DEF 和 DEG 
的 公共 边 ， 设 DEF 是 三 骨 形 DEF 的 正 因 向 , 那么 GBD 是 三 骨 - 
形 DEG 的 正 周 向 。 现在 在 三 角形 4BC 外 取 一 点 0; 根据 定理 
物 ， 下列 关系 成 立 ; 

[DEF] = [ODEl + [OEF]+ [OF DI 
[GED] = [OGE] + [OFED] + {0DG] 
= [OGE] — [ODElT + [ODG] 
这 两 个 线 刻 方程 相 加 时 ， 在 右 端 的 
面积 度量 [ODE] 消去 了 . 

根据 定理 性 , 措 全 体 正 局 向 的 
三 角形 At 的 面积 度量 都 这 样 地 写 
出 来 ， 招 这 些 这 样 得 到 的 线 朋 方程 
都 加 起 来 。 在 右 端 中 ， 从 三 角形 内 
部 中 的 每 一 条 线 诺 DE 所 作成 的 面 
积 度量 [CDBE] 都 消去 了 ， 把 三 角 
形 4BC 的 剖 分 中 所 用 的 、 在 这 三 
”角形 的 边 上 的 点 ,依次 用 44 国生 
4 了 Bi ,Bus CC CC。 表示 ,而 且 把 全 体 正 局 向 的 三 
角形 Ax 的 面积 度量 的 和 简单 的 吗 做 忆 。 容 易 厦 出 ， 当 所 有 的 线 
眉 方 程 加 起 玉 时 ,就 得 到 : 

= [OA4]+t::: + [04,B] 
+ [OBB]+-...+ [0B,C] 
+ [TOCG] + :+ + [OC,4] 
= [OABI]+ [OBCI+ [OCA] 
本 而 根据 定理 49， 


= [A4BC] 
定义 一 个 正 周 向 的 简单 多 边 形 的 面积 塞 量 [PP] 定义 如 下 : 
取 这 多 边 形 分 为 三 角形 的 一 个 确定 的 剂 分， 然后 定义 [Pl 为 所 
有 这 些 下 导向 的 三 角形 的 面积 度量 的 和 。 根据 定理 50, 而 且 运 


(| 


用 和 $ 18 中 定理 43 的 证 明 的 相似 方法 ， 即 可 知 面积 度量 [P] 和 
如 何 章 分 成 三 角形 的 方式 无 关 ， 因 而 只 由 这 个 多 边 形 自身 唯一 决 
定 中 

从 这 个 定义 ,再 根 思 定理 50， 即 得 ， 剖 分 相等 的 多 边 形 的 面 
积 度 主 相等 . (此 处 和 此 后 ,说 到 面积 度量 。 都 指正 周 向 的 多 边 形 
的 面积 度 且 ca.) 

再 者 , 若 P 和 2 是 拼 补 相等 的 多 边 形 , 则 根据 定义 必 有 成 对 的 
家 分 相等 的 多 边 形 已 ,0 ,P”,98”， 使 得 由 PP -…P" 所 
拼 成 的 多 边 形 P 十 P 十 … 七 P” 和 由 ,9'，…, 9” 所 拼 成 
的 多 边 形 8 十 2 十 … 十 9” 前 分 相等 。 从 方程 
[七 已 寸 :十 BO] 一 [十 下 十 十 人 "] 

[一 [9"] 


[P”"] [0"] 
容易 得 到 
[PP ~—[y] 
即兴 补 相 等 的 多 这 形 的 时 积 说 妈 相等 。 


$ 21. 拼 补 相等 和 面积 度量 


在 $ 20 中 已 经 证 明了 拼 补 相等 的 多 边 形 的 面积 度量 便 相 等 ， 
由 此 可 得 定理 48 的 证 明 。 用 & 表示 这 两 个 三 角形 的 相等 底 边 ;用 
和 如 表示 相应 的 高 线 ; 从 所 假设 的 这 两 个 三 角形 的 拼 补 相等 , 即 
得 到 它们 的 面积 度量 也 相等 , 即 


1 1 
二 gh 二 ph 
2 2 


再 除 以 二 8， 得 到 


这 就 是 定理 48 的 论断 。 


TT pas 


统 在 ， 我 们 也 能 证 骑 $ 20 的 末 雇 的 论断 的 逆 定 理 ， 事实 上 ， 
设 P 和 是 面积 度量 相等 的 珊 个 多 边 形 ,根据 定理 47 作 具有 下 述 
性 质 的 两 个 直角 三 角形 和 和 :每 一 个 都 有 一 股 等 于 1， 而 且 三 
角形 和 和 多 边 形 ? 拼 补 相等 ， 三 角形 下 和 多 边 形 9 拼 补 相等 .从 
$ 20 的 末尾 的 定理 ， 即 得 人 和 了 的 面积 度量 相等 ，E 和 0 的 面积 
度量 也 相等 ， 因 为 了 和 0 的 面积 度量 相等 ， 所 以 A 和 的 面积 度 
熏 也 相等 。 经 然 这 两 个 直角 三 角形 都 有 一 股 等 于 1， 因 此 它们 的 
男 一 波 必 然 也 相等 ， 即 这 阳 个 三 角形 人 和 合同 ， 因 而 根据 定型 
43 这 两 个 多 边 形 了 和 0 拼 补 相等 ， 
本 节 和 前 节 中 所 求 得 的 两 个 事实 ,综合 成 下 述 定理 : 
定理 $1 拼 补 相等 的 两 个 多 边 形 面 积 度 基 相等 , 而且 面 积 度 
芋 相 等 的 再 个 多 边 形 拼 补 相等 
特别 地 , 郑 两 个 拼 补 相等 的 长 方形 有 一 条 公共 边 , 则 男 一 边 必 
相等 ， 迹 得 到 下 述 定理 ; 
定理 52， 设 用 直线 把 一 个 长 方形 分 成 若干 个 三 角形， 只 机 
去 撑 了 其 中 的 一 个 三 角形 ,其 余 的 三 角形 就 不 可 能 填 满 这 长 方形 。 
德 左 尔 等 (de Zolt)? 和 斯 铎 尔 兹 《OStolz” 都 用 这 条 定 
理 作为 公理 ,后 来 舒 尔 (F，Schur)» 和 京 袜 〔W. Killing)? 借助 
于 阿 基 米 德 公 旭 证 明了 它 。 上 文 我 们 证 明了 ， 这 条 定 滥 完全 不 依 
“在 定 音 48; 定 下 50， 定 殷 51 的 证 明 中 ， 主 要 用 了 在 第 三 
3 15 中 所 引进 的 线 肌 计算。 而 且 饭 然 这 计算 主要 是 根据 巴 斯 哮 定 
理 (定理 40), 或 考 更 确切 地 说 ,根据 这 定理 的 特殊 情形 (第 49 页 ) ， 
所 以 巴 斯 咏 定理 是 面积 论 的 最 电机 的 基石 ， 
12 "在 几何 等 价 理论 上 ， 关 于 和 多边形 相等 的 原理 ”(Principtt delta eguaglianza 
di poligoni preceduti da alcuni critci sulla tzoria della equivalecnza geo- 
metrica，Milano，Briola 1881)、 也 参 和 看 “关于 多 面体 和 球面 多 边 形 相等 的 友 
理 ” (Principt della eguaglianza oi poliedri c di poligoni sfericd, Milnno, 
Briole 18837, 
2》 Monatshette flr Math，uad phys,, 铸 5, 1894 


中) Sitznngsberichte der Dorpater Naturf, Ges. 1892, 
47 rundlagen der Geometric， 站 2 章 5 5 18998。 


宕 易 看 出 ， 世 能 够 反 过 来 从 定理 46 和 定 训 48 得 到 巴 斯 嘲 全 
理 . 事 实 上 ,以 直线 CB 和 CB 的 平行 (图 62) ,由 定理 46 得 知 三 
角形 DBBE' 和 OCC’ 拼 补 相等 ; 
同样 地 ,从 直线 C4 和 4C 的 平 
行 , 得 知 三 角形 044 和 和 DCC’ 
拼 补 相等 ,所 以 三 前 形 04.4' 和 
DB8B” 也 互 往 拼 补 和 相等 ， 从 定 
理 和 得 知 ,直线 BA' 和 4B' 也 
必定 平行 ， 
. 再 者 ,容易 看 出 ,车 一 个 多 
. 图 名 边 形 整 个 的 在 另 一 个 多 边 形 的 
内 部 中 ， 而 前 者 的 面积 度量 小 于 后 者 的 面积 度量 ， 而 且 和 根据 定理 
51， 这 本 个 多 边 形 不 拼 补 相等 。 定理 52 是 这 个 事实 的 特殊 情 
形 . 

于 是 我 们 建立 了 平面 上 面积 论 的 主要 定理 .。 

”高 斯 (Gavss) 已 经 使 数学 家 注意 到 空间 中 相应 的 问题 。 我 
.曾经 猜 调 在 空间 中 类 个 地 建立 体积 沦 是 不 可 能 的 ， 而 且 提 出 下 述 
-具体 的 确定 的 问题 ?: : 求 出 具有 下 述 竹 质 的 等 底 曾 和 等 高 线 的 两 
个 四 面体 ; 它们 不 能 部 分 成 合同 的 四 面体 ,而 且 它 们 忆 炙 能 在 
拼 补 上 合同 的 四 面体 之 后 ， 作 成 能 剖 分 成 合同 的 四 面体 的 多 面 
体 . - 


M. 戴 轩 成 功 地 得 到 证 明 ; 他 严密 地 证 有 明了， 如 同上 文中 建 
立 平面 上 的 面积 论 的 方式 ,建立 空间 中 的 体积 论 是 处 可 能 的 . 
因此 ,在 处 理 空 间 中 的 类 羽 间 题 时 ,必须 求助 于 别 种 方法 ， 例 


1) 乱 赴 我 的 报告 "数学 问题 "第 三 ， 

2) M., 藉 因 “ 关 于 等 体积 多 面体 ”( 首 ber raumgleiche Polyeder, Gattinger Nachr. 
19003 和 * 半 于 体积 ?Cijber den Ranminhatt，Math，Ann.， 次 55，190273 :再 
驮 看 Kagan， Math， Ann,， 着 57 [后 一 篇 论文 中 有 可 能 的 最 简单 的 证 明 , 参 看 
档 文 文献 B. 中 ,区 arau “关于 多 面体 的 变 凌 "一 一 单行 本 、 和 初 瞳 ，1913 年 ， 
*MareaHc”COnecca》 出 版 ;和 短 版 1933 年 FTTH 出 版 一 一 俐 译 者 注 ]. 


上 


7 * 


如 卡 豆 列 利 〔Cavaliemi) 原理 ”. 

在 这 意义 下 , W. 舒 十 (W，Siiss)? 建 立 了 空间 中 的 体积 论 ， 
舒 二 用 下 列 名 称 : 若 两 个 四 面 形 有 等 高 线 和 拼 补 相等 的 底面 ， 它 
们 就 叫做 卡 瓦 列 利 式 相等 ; 若 两 个 多 面体 能 剂 分 成 有 限 多 成 对 的 
卡 瓦 列 利 式 相 等 的 四 面体 ， 它 们 就 叫做 飞 瓦 列 利 式 剖 分 相等 ; 最 
后 , 若 两 企 多 面体 能 表 为 卡 瓦 列 利 式 剖 分 相等 的 多 面体 的 差 ,它们 
就 叫做 卡 瓦 列 利 式 拼 补 相等 ， 然 后 不 用 连续 公理 ， 能 证 明 体 积 度 
对 相等 和 卡 豆 列 利 式 拼 补 相等 是 等 价 的 概念 : 而 只 有 用 阿 基 米 德 
公理 。 才 能 证 阴 体 积 度量 相等 的 多 面体 也 卡 瓦 列 利 式 癌 分 相等 ， 

对 于 平面 而 言 , 自 定理 51 以 及 第 55 页 的 由 考 ( 颇 接 定 理 后 之 
后 ) 就 得 出 定理 : 任 赣 两 个 拼 补 粗 等 的 和 多边形 也 必 剖 分 相等 ， 这 
里 特别 提 到 J. P， 西 得 来 (I P，Sydler)” 最 近 所 得 到 的 一 个 结 
果 : 在 阿 基 米 德 公理 的 假设 下 ， 上 述 定 理 能 推广 到 空间 中 的 多 面 
体 上 去 . 由 此 ,又 可 以 礁 出 下 述 结 论 : 对 于 剖 分 要 等 而 言 ,多 面体 
的 等 价 类 的 集合 具有 连续 统 的 势 ， 


13 对 于 空间 :只 是 定理 31 的 第 一 部 分 :定理 493: 定 再 名， 有 类 似 的 定理 成 立 河 参 
泪 心 品 , 沙 宽 诺 夫 斯 基 (Schatunowsky,，C， 品 ,llIaryHoBcxh) * 关 于 多 面 
体 的 体积 ?Ciber den Ratrrzinhalt der palyeder, Math, Ann., 郑 末 7). 了 - 藏 
思 在 沦 文 * 关 于 球面 三 角形 的 面积 ” (ber dan Inhalt spbhrischer Dreiccke 
Math，Ann.， 着 50) 中指 出: 建立 平面 上 的 面积 论 也 可 不 用 军 行 公理 , 而 只 用 
合同 公理 .还 戎 看 芬 音 尔 (Finze1)" 一 般 几 何 中 面积 的 理论 ”CDie Lehre Vom 
Flicheninhalt in der allgemeinen Geometrie, Math. Ann.y 天 72), 

27* 多 面体 体积 理论 的 基 误 六 Begrinding dsr Lehre Yom Polyederinhalt, Math. 
总 ne 着 942).- 

37) TP. 西 得 来 “关于 多 面体 的 剂 分 所 Sur la décomposition des Polytdres. Comim. 
ely, 16, 266—273, 1943/44), - 
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第 五 章 德 沙 格 定理 
§ 22， 德 沙 格 定理 和 在 平面 上 用 合同 公理 的 证 明 


在 第 一 章 所 列举 的 公理 中 ， 第 了 I 一 V 组 全 体 公理 的 一 部 分 是 
直线 公理 ,一 部 分 是 平面 公理 ， 只 有 第 【 组 公理 的 4 一 8 是 空间 公 
理 、 为 了 解 这 些 空间 公理 的 意义 ,我 们 设想 已 有 了 一 种 平面 几何 ， 
而 要 普遍 地 研究 在 什么 条 件 下 ， 这 平面 几何 可 以 看 作 是 一 种 空间 
几何 的 一 部 分 ;在 这 空间 几何 中 ,这 平面 几何 中 所 假设 的 公理 和 空 
间 关 联 公理 F-: 全 体 都 成 立 。 

在 本 章 和 下 一 党 中 ,一 般 不 用 合同 公理 ,因而 现在 必须 采用 平 
行 公理 IV (第 24 页 ) 的 一 个 较 精 确 有 形式 作为 依据 : 

IV* 〔 较 精确 形式 的 平行 公理 ) 设 a。 是 任 一 直 找 ，A4 是 a 外 
的 任 一 点 , 则 由 “和 了 所 决定 的 平面 上 必 有 且 只 有 -一 条 直线 , 它 通 
过 4 而 不 和 4 相交 外 1 

我 们 都 知道 ,用 第 工 , IV* 组 的 公理 作 根据 ,就 能 够 证 明 所 
亩 德 永 格 定理 所， 这 是 平面 上 的 一 条 有 关 交 点 的 定理 .我 们 特别 
突出 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 交点 所 应 共 的 直线 作为 所 谓 “无 穷 远 
直线 ”, 并 把 如 此 得 到 的 定理 和 它 的 着 定理 合并 起 来 ， 简 单 地 称 为 

德 沙 格 定 至。 这 定理 如 下 (图 63): 
定理 53 ( 德 沙 格 定 更 ) 若 平 
面 上 的 两 个 三 角形 的 每 两 条 对 应 边 
互相 平行 ， 则 对 宇 顶点 的 连 线 或 者 
通过 同一 个 点 ， 或 者 互相 平行 ;而 
且 , 反 过 来 : 
四 状 平 面 上 的 两 个 三 角形 的 对 应 
项 点 的 连 线 通过 同一 个 点 或 者 互相 平行 ， 而 且 这 两 个 三 角形 的 两 
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对 对 应 边 互 太 平行, 则 这 两 个 三 角形 的 第 三 对 对 应 边 也 互相 平行 。 

我 们 已 经 提起 过 ， 定 理 53 是 公理 I, I, IV* 的 推论 ; 由 于 
这 事实 在 一 种 平面 几何 中 德 沙 格 定理 的 成 立 是 下 述 事实 的 必要 末 
件 ， 这 平面 几何 可 以 看 作 是 一 种 空间 几何 的 一 部 分 、 而 且 在 这 空 
间 几 柯 中 ,第 1, HIV* 组 的 公理 全 体 都 成 立 。 

如 同 在 第 三 章 和 第 四 章 中 ,我 们 来 考虑 一 种 平面 几何 ,在 这 几 
柯 中 公理 RE ，I 一 IV 都 成 立 ,而 且 设 想 在 这 用 条 中 己 经 遵照 $15 
引进 了 线段 计算 ; 然后 如 同 $17 中 所 说 的 , 对 于 这 平面 的 每 一 点 ， 
有 一 对 线段 (x,y) 和 它 对 应 ;对 于 每 一 直线 , 有 三 条 线段 (#w:v:w) 
的 比 和 它 对 应 ,其 中 的 u,v 不 全 是 零 , 使 得 一 次 方程 
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表 东 点 和 直线 关联 的 条 件 。 几 何 中 的 线段 全 体 , 由 于 § 17, 组 成 一 
. 个 数 域 , 它 具有 5$13 中 志 列 举 的 性 质 1 一 16, 因而 如 同 在 加 或 5$12 
中 利用 数 系 怠 或 DC 所 做 的 ， 我 们 能 用 这 个 数 域 来 构造 一 种 空 
间 几 何 。 为 闭 这 个 目的 ; 规定 一 组 三 个 线段 (x，y,， s) 表 示 一 个 点 ， 
四 条 线 正 (Ww:v:w:r) 的 比 ,其 中 的 u,v, w 不 全 是 零 , 表示 一 个 
平面 而 直线 由 两 个 平面 的 公共 点 规定 ;因而 一 次 方程 
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表明 点 (x, ys] 在 平面 (4:v:w:r+) 上 ， 最 后 ,对 于 一 直线 上 的 
_ 点 的 顺序 ， 平 面 上 的 点 对 于 这 平面 上 的 一 直线 而 言 的 顺序 ， 和 最 
后 空间 中 的 点 对 于 一 平面 而 刘 的 跌 序 ， 都 如 同 在 $9 中 平面 的 情 
形 所 作 的 那样 , 可 以 用 线段 的 不 等 式 来 确定 . 

工 然 令 秆 一 0 时 ,我 们 就 量 得 到 原来 的 平面 几何 ,所 以 ， 平 
面 几何 能 够 连作 是 一 种 空间 几何 的 一 部 分 ， 根据 上 文 所 说 的 ， 德 
沙 格 定 理 的 成 立 是 这 种 可 能 性 的 一 个 必要 条 件 ， 所 以 在 我 们 的 平 
面 几何 中 短 沙 格 定理 也 成 立 .因此 , 德 沙 格 定 全 是 公理 下-， TEIV 
的 一 个 推论 

我 们 注意 上 文 所 得 到 的 事实 ， 也 不 难 从 比例 论 中 的 定理 42， 
或 者 从 定理 61 直接 推 证 . 


让 光村 


§ 23。 在 平面 上 不 用 合同 公理 时 ,不 能 证 明 德 沙 格 定理 


我 们 现在 研究 , 在 平面 几何 中 , 不 用 合同 公理 时 ， 甬 否 证 明 德 
沙 衬 定理 问题 , 以 达到 下 述 结 果 : 
” ”定理 4 有 一 种 平面 几何 存在 , 在 这 种 几何 里 公理 L_，, I， 
I 1，IV*, V， 即 除去 合同 公理 ID 之 外 的 全 体 直 线 和 平面 公理 
都 满足 ,而 德 沙 格 定理 (定理 53) 不 成 立 ， 因 此 德 沙 格 定理 不 能 从 
所 提 到 的 这 些 公理 推 证 ; 它 的 证 时 或 者 需要 空间 公理 , 或 者 需要 关 
于 三 角形 的 合同 公理 TID， 

证 明 * 通常 的 平面 往 卡 儿 几 何 能 够 建立 ， 已 经 在 第 二 章 $9 
中 证 实 了 。 现在 改变 直线 的 和 角 的 
定义 如 下 。 取 笛 卡 儿 几 何 的 任 一 直 
线 当 作 昔 ， 决 定 这 轿 上 的 一 个 正 向 
和 一 个 鱼 向 ， 而 且 决 定 对 于 这 条 轴 
来 说 的 一 个 正 半 平面 和 一 个 负 于 平 
面 . 

把 下 列 种 种 当 作 新 几何 中 的 直 

图 4 线 (图 64)， 这 条 轴 ; 在 笛 卡 儿 几 何 

中 黄 的 鱼 一 条 平行 钱 ; 笛 卡 几 几 何 中 的 每 一 条 直线 , 若 它 的 在 这 半 
平面 上 的 射线 和 辕 的 正 向 作成 一 个 直角 或 者 钝 角 ; 最 后 笛 卡 几 几 
' 何 中 具有 下 述 往 质 的 每 两 条 射线 庆生 的 组 ; 天 和 天 的 公共 端点 在 
' 轴 上 , 在 正 半 平 面 上 的 射线 天 和 井 的 正 向 作成 一 个 锐 条 we， 而 且 在 
负 于 平面 上 的 台 线 4 的 延长 线 臣 和 轴 的 正 向 作成 一 一 个 前 8， 使 得 
下 列 关系 
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go 


1) 本 书 的 前 几 瞩 在 这 里 采用 了 第 一 种 * 非 德 阔 格 几 何 "; 现在 持 代 这 种 几何 ， 我 们 
责 说 明 一 种 比较 简单 的 * 源 于 鞭 尔 教 《Moulton》 的 非 德 沙 格 几 何 ,可 答 姓 下 .有 R。 
莫 尔 鼓 “一 种 向 单 的 非 德 冲 烙 平面 风 何 ” CA simple mon-desarguesian plane 
geDinetty。，TTans。 Math. Soc,, 1902). 
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在 笛 卡 儿 几 何 中 成 立 。 

即便 在 由 笛 卡 儿 几 何 中 的 两 条 射线 所 表 出 的 那些 直线 上 ， 点 
的 顺序 和 线段 的 长 度 也 可 同 通常 一 样 地 很 显然 地 规定 出 来 ， 容 易 
知道 ， 公 理 _.;, ,TTL.;，, IV* 在 这 样 规定 的 几何 中 成 立交 ; 例 
如 立即 可 以 看 出 , 通过 一 点 的 诸 直 线 不 重复 地 盖 注 平面 ， 此 分 ,在 
这 几何 中 公理 也 成 立 . 

若 一 个 角 没有 具有 下 述 性 质 的 一 条 边 ， 从 轴 出 发 到 正 半 平 面 
而 且 和 轴 的 正 向 作成 一 个 锐角 ， 这 个 角 就 如 同 通常 在 第 卡 儿 几 何 
中 to 一样 来 度量 , 否则 , 着 一 个 角 必 至 少 有 一 条 边 是 一 条 具有 上 述 
性 质 的 射线 4, 则 用 相当 的 盛 替 代 大 (参看 图 64) 作 地, 便 得 到 另 一 
个 衣 m; 然后 规定 笛 卡 几 几 恒 中 角 的 量 作 为 新 几何 中 角 。 的 
量 . 图 65 说 明 这 样 定 义 的 两 对 邻 补 角 。 根 据 角 的 定义 ， 公 理 II 
也 成 立 ;特别 是 对 于 每 一 个 人 (i,m): | 

ZUMm) mm 到 (mr - 


图 全 图 新 


一 个 图 ， 表 明 巴 斯 哮 定 理 也 不 成 立 . 
这 里 所 说 明 的 平面 “ 非 德 沙 格 "几何 ， 同 时 也 是 下 述 的 一 种 平 
面 几何 的 例子 ;一 种 平面 几何 , 其 中 公理 Ls, ,Dh_osIV*,V 部 


二 了 血 ， 


成 立 , 但 它 仍 不 能 奢 作 是 一 种 空间 几何 的 一 部 分 ?3. 


24。 不 用 合同 公理 ,用 德 沙 格 定 理 作 根 据 ， 
引进 一 种 线 女 计算 ” 


为 着 要 完全 了 解 德 沙 格 定理 (定理 53) 的 党 义 , 我 们 从 一 种 平 
面 几何 出 发 , 其 中 公理 f_sE,IV*9 都 成 立 , 即 除 合同 公理 和 连续 
公理 之 外 的 全 体 公理 都 成 立 ， 而 且 在 这 种 几何 中 ， 不 依赖 合 同 公 
理 ,而 用 下 列 方 式 引进 一 种 兰 的 线段 计算 . 
在 平面 上 到 两 条 固定 的 ， 相 交 于 一 点 口 的 言 线 (图 67)。 此 
后 , 我 们 只 郑 品 具有 下 述 性 质 的 线 外 ,它们 的 起 点 是 D。 而 且 它 们 
的 终点 是 这 两 条 直线 的 一 条 上 的 任意 点 ， 点 0 这 单独 一 个 点 我 们 
称 为 线段 0， 用 


00 一 0 或 0 一 00 
表示 ， 
设 B 和 E' 是 这 两 条 通过 口 的 同 定 直线 上 的 定点 ; 而 且 不 在 阅 
一 条 直线 上 ;这 两 条 线段 OBE 和 OF 都 称 为 线段 1, 用 

OF — OF’—! 


或 
1= 08~= 0F’ 


飞 示 . 直线 EE 简单 的 称 为 单位 直线 . 若 4 和 4 分 别 是 直线 DE 
和 OE" 上 的 点 , 而且 连 线 44 平行 于 EE'， 我 们 就 说 线 契 04 和 


1) 日. 偶尔 更 〔H. Mohrmann) 还 给 出 了 非 德 阔 洛 凡 何 的 一 些 有 趣 的 例子 。 参 用 
题 献 给 口 . 希 尔 伯 畦 的 一 本 出 版 物 (Festsehrift David Hifbertye Berlin,1022> 
181 页 ， 

* 审 “ 咎 然 科 学 【Die Maturwissenscehaften] 种 10 卷 中 的 一 期 译 者 注 . 

2) G- 圭 森 爸 在 他 的 论文 < 关于 一 种 几何 计算 KEber cinen geometrischen Kalknul, 
Acta。Marh 23 着 ，19042 中 ,运用 有 关 位 置 几 何 的 概念 ， 排 导出 这 种 线段 计 
算 ， 若 先 用 袜 抄 称 定 理 作 根据 在 平 画 上 制定 向 量 加 法 ， 刚 推导 的 一 些 部 分 可 
以 更 为 客 易 ， 参看 外 尔 德尔 【FStder》 “ 线 届 计算 和 射影 几何 (Strecken 
kennechnurg und projektive Geometrie, Leipz, Ber,, 1911). 

3) 甚至 不 用 平行 公理 [V*,， 而 用 德 沙 格 定 理 的 射影 形式 , 也 可 以 引进 一 种 新 的 线 
如 计 算 ， 关于 去 摔 症 序 公 瑶 的 可 能 镍 : 刚 可 参见 补 篇 ITV。 
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一 双 
[AN /N 
° 2 6 ob 
图 #67 图 568 
OQ4’ 根 等 , 用 
DA=DA 或 OA 一 04 
囊 条 . 


首先 为 着 要 规定 在 OE 上 的 绩 眉 a 一 04 辣 8 一 08 的 和 ， 
作 44 平行 于 单位 直线 EE', 通过 4' 作 直线 平行 于 0E, 通过 BB 
作 直 线 平 行 于 OE'"。 这 后 两 条 直线 相交 于 一 点 4”、 最 后 通过 A” 
” 作 直 线 平 行 于 EB"、 安 固定 的 直线 OF 和 OE’ 分 别 于 点 C 和 CC”., 
线 眉 cc 一 0C 一 00 叫做 线 申 a 一 O04 同一 上 OB 的 和 ,用 

一 4 十 或 stTbhbms. 
表示 ， ， . 
我 们 首 千 证 明 , 在 德 沙 格 定理 ( 定 还 53) 成 立 的 假设 下 ， 两 条 
钱 妇 的 和 能 够 用 更 普遍 的 方式 得 到 。 在 4 和 B 所 在 的 直线 上 的 、 
决定 和 «十 5 的 点 C， 不 依赖 于 记 根 据 的 单位 直线 EE' 的 选择 ; 
即 点 C 可 由 下 列 作 图 法 得 到 : 

在 直线 O04 上 取 任 一 点 4'( 图 68), 通过 B 作 平 行 于 0 六 的 
直线 , 通过 4 作 平行 于 08 的 直线 .这 两 条 直线 交 于 一 点 4”。 现 
在 作 通过 4” 而且 平行 于 4 页 的 直线 ， 交 直 名 04 于 不 C， 即 决 
定 和 a 十 上 5 的 点 ， 

为 了 证 明 ， 我 们 假设 点 4 和 4”"，A' 和 4" 都 按 所 说 的 方式 
得 到 ， 而 且 在 04 上 的 点 < 是 由 平行 于 44 的 直 战 G4” 所 决定 ， 
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那么 要 证 明 ,C4 也 平行 于 44’，, 在 三 角形 44'4' 和 CA4”4" 中 ， 
对 应 顶点 的 连 线 平行 ;而 且 ; 此 外 还 有 两 对 对 应 边 A'A 和 4"4"， 
44 和 C4” 平行 ,所 以 根据 德 沙 格 定理 的 答 二 部 分 ， 第 三 对 对 应 
边 44 和 CA" 也 平行 . 
要 规定 一 条 线 角 “一 04 
鞠 以 一 作 线 段 5 一 08B 的 积 ， 
完全 可 用 $15 中 的 作 图 ， 只 要 
把 那里 的 直角 的 两 边 改 为 现在 
的 两 条 固定 直线 08E 和 0E.. 
图 的 因而 作 图 如 下 (图 69): 在 OF 
上 求 点 4'， 使 得 4 平行 于 单位 直线 EE'， 连 接 E 和 4A’ 而且 通 
.过 B 作 4' 的 平行 线 ; 这 条 平行 线 交 图 定 直线 DE 于 一 点 C 5 然 
后 把 e 一 OC” 叫 散 线 疏 “一 D4 和 溢 以 线 贫 5 一 08 的 积 。 用 
cgb 或 太一 “上 


袁 示 。 
§ 25， 新 的 线段 计算 中 ,加 法 的 交换 律 和 结合 律 


我 们 容易 证 明 , 对 于 新 的 钱 侦 计算 ,$ 13 中 所 列举 的 关联 定理 
都 成 立 ; 若 我 们 所 根据 的 是 一 种 平面 几何 , 其 中 公理 -3, 了 ,IV™ 满 
足 , 而 且 德 沙 格 定理 也 成 立 , 现在 我 们 要 研究 ，$ 13 中 所 列举 的 运 
` 算 律 还 有 哪些 是 正确 的 ， 
首先 要 证 明 , 对 于 $ 24 中 所 定义 的 加 法 交换 律 
三 十 瑟 一 五 十 人 
成 立 . 设 
， POAm04, ~ 0B— OB 
这 里 的 44 和 BB'， 按照 我 们 的 规约 , 平行 于 单位 直线 (图 70)。 
现在 作 4'4”，B'B8” 平行 于 04, 又 作 4B" 和 和 BA" 平行 于 O04， 
这 样 求 得 点 4” 和 和 B”. 我 们 立刻 看 出 ,论断 所 说 的 是 连 线 4"B“ 平 
行 于 44'.。 根据 德 沙 格 定 还-( 定 理 53) 来 证 实 这 个 论断 如 下 ; 用 
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FF 表示 438” 和 由 4 的 交点 ， 用 刀 表 示 B84” 和 8'B” 的 交点 ; 那 
么 三 角形 4A'F 和 B88B'D 的 对 应 边 平行 。 应 用 德 沙 格 定 通 , 我 们 
就 可 以 断定 0,F,D 这 三 点 共 钱 。 因 为 这 事实 ,在 三 角形 044 和 
DB"4" 中 ,对 应 顶点 的 连 线 都 通过 同一 个 点 PR; 而 且 ， 因 为 还 有 
两 对 对 应 边 04 和 DB ，04 和 DD4” 平行 ,所 以 , 根据 德 沙 格 定 
理 ( 定 音 53) 的 第 二 部 分 ， 第 三 对 对 应 边 44” 和 B”4” 也 平行 ，- 

这 证 明 同 时 说 明了 , 在 作 两 条 线段 的 和 时 , 不 管内 这 两 条 固定 
直线 中 的 哪 一 条 出 发 ,都 是 一 样 的 . 

其 次 ， 加 法 的 结合 律 成 立 : 

| # 计 (二 ce)=(a+ 4)+e 

设 直线 0B 上 给 定 了 线段 

a= OA, p= 0B, c= 0C 
根据 上 一 节 相 各 的 规则 ,下 列 的 和 
s+ =0G,b+c= O08, (ast)te— O08 

可 以 作 图 如 下 (图 7 了 )， 在 直线 0B' 上任 取 一 点 DD， 作 连 线 D4 
和 DDB. 作 通 过 而 平行 陡 0D 的 直线 ,和 通过 《 而 平行 于 OD 的 
直线 ; 它们 与 通过 也 而 采 行 于 O4 的 直线 分 别 交 于 点 王 和 和 了. 通 
过 好 而 平行 于 4D 的 直线 ,和 通过 D' 而 平行 于 BD 的 直线 ,分别 
克 直 线 04 于 上 文 所 说 的 点 6 和 B'; 而 旦 ,通过 DP' 而 平行 于 GD 
的 直线 ， 交 直线 D4 于 上 文 同 样 说 到 的 点 G'。 最 后 ， 要 得 到 和 ， 
a 十 (5 十 <), 首先 作 通 过 B' 而 平行 于 0D 的 直线 , 交 直 线 DD' 于 
一 点 FE 再 作 通 过 F' 而 平行 于 4D 的 直线 ， 因 此 ,问题 是 要 证 朋 
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- 图 7 
CG'F' 和 4D 平行 ， 用 已 表示 直线 BF 和 GD 的 交 成 。 用 HH 表示 
直线 8'F' 和 G'D' 的 交点 ， 在 三 角形 8DH 和 BPH 中 , 对 应 这 
平行 ;而 且 ,直线 BB' 和 DD’ 还 平行 ,所 以 ,根据 德 沙 格 定 理 , 直线 
BE 也 和 这 两 条 直线 平行 。 因 而 能 应 用 德 沙 格 定理 的 第 二 部 分 到 
GFH 和 G'F'H' 这 两 个 三 角形 , 证 实 GF' 平行 于 GF ， 因 而 事实 
上 也 平行 于 4D. 


$ 26. 新 的 线路 计算 中 , 移 靶 的 结合 律 和 了 两 条 分 配 律 


在 我 们 的 根 设 下 ， 线段 的 乘法 智 合 伟 
alBe} = (ob)e 


也 成 立 。 


a ey = tab CD’ 


设 在 通过 点 0 (图 72) 的 两 条 固定 直线 的 一 条 直线 上 给 定 了 
线段 


* BO 


l= O04, 8= Oc 
c= OA 

闪 且 ,在 芝 -~ 条 直线 上 给 定 了 线段 

4 一 人 和 b= 08 
”根据 §24 中 的 规则 ,依次 作 线 映 

be= OB 和 Bbc OC 

ab = OD, {ab)ec = OD 
我 们 作 地 了 平行 于 48B。B'C' 平行 于 BC。，CD 平行 于 4G， 市 
且 4 了 平行 于 AD; 我 们 立刻 得 出 ，C 也 平行 于 C'D',_ 把 直线 
4 了 和 和 呈 CC 的 交点 时 做 已 ， 直 线 4D' 和 BC' 的 交点 叫做 FF'; 三 
荐 形 48BP 和 4 如 R 中 对 应 边 部 互相 平行 ; 报 据 德 沙 格 定理 。 所 
以 0。F，F' 三 点 共 线 。 由 于 这 种 情形 ， 对 于 三 角形 CDF 和 
6°D'F' 能 应 用 德 沙 格 定 理 的 第 二 部 分 , 从 而 得 知 CD 确实 平行 于 ' 
CD'， ， 
最 后 :根据 德 沙 格 定理 可 以 证 明 , 在 线段 计算 中 ， 阿 条 分 配 律 
datB + ec) ab ac 
(B+ ce)am hbart ca 


都 成 立 。 
首先 还 月 第 -条 分 本 刍 
nb ee) bt ae - 
设 在 两 条 轿 定 直线 的 一 条 直线 上 给 定 了 线 康 (图 73) 
1= OF, 5 一 OpB，vr 一 DC 
而 且 , 在 男 一 条 直线 上 给 定 了 线段 
a= OA 
通过 B 和 C 所作 的 直线 4 的 平行 线 ， 分 别 交 直线 04 于 点 
DD 各 F。 根据 $24 中 葬 法 的 规则 ,得 
OD = #4b, OF = ge 
根据 了 24 中 更 普遍 的 加 革 规 则 ,得 到 
OH 一 各 十“ 
此 处 豆 互 的 作 图 如 下 : 通过 C 作 0D 的 平行 线 ， 通 过 刀 作 De 的 


a 站 


二 


tcl 二 Do 


73 图 74 
平行 线 ,再 通过 这 两 条 直线 的 交点 口 作 BD 的 平行 钱 ;这 平行 线 交 
OC 于 所 说 的 点 吾 ， 变 0D 二 一 点 玉 ， 获 然 08 一 二 十 <， 很 据 
乘法 规则 ,有 
OK s(tb + eo) 

禄 据 更 普遍 的 加 靶 规 则 ,以 及 第 73 页 上 记 证 是 的 关于 和 的 作 
图 中 国定 直线 08 和 0 的 可 换 性 , 和 ac 十 a 终于 可 以 如 下 作 
图 : 通过 0E 的 任意 一 点 ,站 且说 已 ， 作 0D 的 平行 线 CG, 再 通 
过 DD 作 OC 的 平行 线 DG ， 最 后 通过 G 和 作 CF 的 平行 线 GK.。 因 
虎 得 - 


OK =act ab 
然后 以 加 法 的 交换 律 就 得 第 一 条 分 配 律 ， 
最 后 证 明 第 二 条 分 配 律 、 设 在 这 两 条 固定 直线 的 一 条 直线 上 

给 定 了 线段 (图 74) 

l= 0F, a= 04 
而 且 , 在 另 一 条 直线 上 给 定 了 线 贷 

p= OB, c= OC 
EB 的 平行 缆 483 和 EC 的 平行 线 4C' 分 别 决定 线段 

OF = ba, OC = ea 


» 提 了 。 


在 固定 的 直 强 08 上 ,根据 更 普遍 的 加 法 规划 , 作 级 让 
OF = bic, OF’== ba+ ea 
如 下 ， 通 过 C 作 OE 的 平行 强 , 通 过 E 作 0C 的 平行 强 ; 它 们 交 于 
一 点 品 。 通 过 DD 作 E8 的 平行 线 , 交 04 于 上 述 的 点 .再 者 ; 通 
过 4 作 0C' 的 平行 线 。、 通 过 C' 作 04 的 平行 线 、 它 们 变 于 一 点 
D'. 通过 D' 作 4 8" 的 平行 线 , 交 08 于 所 说 的 点 了". 
根据 强 惨 的 恬 法 规则 ， 若 证 明 4F 平行 于 EF ， 则 第 二 条 分 
配 律 成 立 . 
在 三 角形 EcD 和 4CD 中 ， 对 应 边 互 相 平 行 ; 从 德 沙 格 定 
理 ，0,D, DD 三 点 共 绳 .于 是 对 于 三 角形 EDF 和 4D'P' 能 够 应 
用 德 沙 格 定理 的 第 二 部 分 ,从 而 得 知 4F "确实 平行 于 EF， 


$ 27. 以 新 线段 计算 作 根 据 的 直线 的 方程 


根据 §24 中 所 摆 引 的 公理 和 德 沙 格 定理 的 正确 性 的 假设 , 在 
$24 到 526 中 引进 了 平面 上 的 一 种 线 疏 计算 , 对 于 这 种 计算 ， 除 
去 $13 中 所 列举 的 关联 定理 外 , 加 法 的 交换 律 ， 加 法 和 科 靶 的 结 
合 律 ,以 及 两 条 分 配 律 都 还 成 立 ， 至 于 条 法 的 交 撞 律 不 一 定 成 立 ， 
我 们 将 在 $ 33 中 得 知 ， 在 本 节 中 , 我 们 要 表明 ， 如 何 能 名 根 据 这 
种 线段 计算 得 到 点 和 直线 的 解析 表示 ， 

定义 ”把 平面 上 通过 点 2 的 两 条 取 定 的 直线 时 做 式 轴 和 Y 
贡 。 设 ?是 平 而 上 的 任意 一 点 。 车 通过 ? 作 这 两 条 和 轴 的 平行 线 ， 
而 在 筷 轴 和 了 轴 上 所 得 到 的 线段 分 别 是 * 和 y， 就 把 P 奢 作 是 由 
r, 所 决定 的 ， 钱 设 *, 了 叫做 点 了 的 盘 标 . - 

根据 新 的 线 民 计算 ,利用 德 沙 格 定理 ,我 们 得 到 下 述 事 实 : 

定理 站 任 一 直线 的 点 的 坐标 *。 > 便 满 足下 述 形式 的 线段 
方程 

gx 十 Eye 一 人 

在 这 方程 里 线 恨 =, 5 必须 在 坐标 *, y 的 左边 ; 线段 a,5 不 同时 . 
是 零 ,而 且 < 是 一 条 任意 的 线段 . 


志明 了 昱 


反 过 来 : 每 一 个 这 种 形式 的 线段 方程 恒 表示 所 讨论 的 平面 儿 
何 中 的 -一 条 直线 。 

证 明 Y 轴 或 它 的 平行 线 上 的 点 P 的 禄 坐标 * 都 不 依 燥 于 了 
在 这 直线 上 的 位 置 , 这 就 是 说 ,这 样 的 一 条 直线 可 用 下 述 形 式 的 方 
程 表 出 : 


过 一 他 
对 于 5， 有 一 条 线段 。 存在 ,使 得 
: 十 zc 一 用 
因而 
rz 二 -= 人 0 
这 方程 具有 所 要 求 的 形式 ， 
现在 设 i 是 一 条 直线 , 交 Y 轴 于 一 点 S《 阁 75)， 通 过 这 直线 
的 任 一 点 P, 作 Y 了 了 轴 的 平行 线 ,次 
砷 于 一 点 口 . 线段 00 一 + 是 P 的 
祺 坐标 。 通过 吕 作 与 ! 的 平行 线 在 
Y 轴 上 截 下 一 条 线段 0R; 按照 线 
段 乘 法 的 定义 有 
DR 一 ar 
其中 , a 是 一 条 线段, 它 只 依赖 于 / 
的 位 置 ， 而 不 依赖 于 了 在 1 上 的 选 
择 。 设 P 的 纵 坐 标 是 y。 根据 第 77 页 上 所 给 的 更 普遍 的 和 的 定 
义 ,而 且 由 于 第 79 页 上 证 明了 的 从 Y 轴 入 手 的 求 和 的 可 能 性 ,得 知 
线段 08 是 和 az 十 y。 线段 05 一 5 是 一 条 仅 出 /的 位 置 而 决 
定 的 线段 。 从 等 式 


a#x 呈 yo? 
得 
ax ytro=0 
其 中 ，“* 还 是 由 “上 c 一 0 所 决定 的 线段 。 这 最 后 的 方程 共有 
"所 要 求 的 形式 . 
容易 证 明 , 不 在 1 上 的 点 的 些 标 不 适合 这 个 方程 ， 
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同样 地 ,容易 证 明定 理 53 的 第 二 部 分 成 羡 ， 事 实 上 设 线段 方 
程 
dxtb yte ==0 
给 定 了 ,其 中 a 和 六 不 同时 是 零 、 在 一 0 时 ,用 从 关系 se 一 1! 
所 决定 的 线 锅 a， 左 蒋 这 个 等 式 的 两 姜 ; 在 名 后 0 时， 用 从 关系 
55' 一 1 所 决定 的 线 正 5. 左 对 。 然后 ,根据 运算 律 得 到 上 文 所 推出 
的 赴 线 方程 的 一 个 ,而 且 能 在 所 讨论 的 平面 几何 中 ,作出 适合 这 方 
程 的 一 条 直线 ， 
我 们 还 特别 声明 ,在 我 们 的 假设 下 , 岂 形 如 
xat y+re=0 
的 一 个 线 妥 方 程 其 中 的 线段 a, 5 在 坐标 +, y 的 右边 ,一 般 不 表示 
一 条 直线 ， 
在 $3 中 ,有 定理 55 的 一 个 重要 的 应 用 ， 


$ 29， 线 女 集 合 当 作 复数 系 


我 们 已 经 提 到 ,对 于 在 $24 中 建立 的 新 的 线 自 计算 ,$13 中 的 
定理 1 一 6 满足 了 . 

其 次 ,我 们 利用 德 沙 格 定理 ,在 $ 25 和 5 26 中 看 到 了 ,对 于 这 
线段 计算 ，$ 13 中 的 运算 律 ?一 11 成 立 ;因此 ,除去 乘法 交换 律 之 
外 ,所 有 的 关联 定理 和 运算 律 在 这 线 慷 计 算 中 都 正确 . 

最 后 ， 为 了 要 使 线 筑 能够 排 成 顺序 ， 我 们 作 以 下 的 规定 ; 设 
4， 8 是 直线 OBE 的 任意 两 个 不 同 的 点 ; 那么 根据 定理 5， 我 们 可 
将 0，B, 4，B 这 四 个 点 排 成 一 个 顺序 , 其 中 雇 在 O 之 后 车 
在 这 个 顺序 中 了 3 在 4 之 后 ,我 们 就 说 线 般 a 一 04 小 于 线段 5 一 
08， 用 记号 


， 人 
表示 ; 若 相 反 的 ,在 这 个 须 座 中 4 在 8 之 后 ,我 们 就 说 线段 a 一 04 
大 二 线段 4 一 08， 用 记号 

tp 


sw BF » 


表示 。 

容易 看 出 ,根据 公理 开 , 在 线 如 计算 中 , $13 中 的 运算 律 13 一 
16 都 满足 了 呈 ; 从 而 , 所 有 不 同 的 线段 金 体 组 成 一 个 具有 下 述 性 
质 的 复数 系 , $13 中 的 规则 1 一 11,13 一 16 都 成立; 这 就 是 说 ,除去 
乘法 的 交换 律 和 连续 定理 之 外 ,所 有 的 规 刚 都 成 立 ， 此 后 ， 我 们 把 


这 样 的 一 个 数 系 叫做 一 个 德 沙 格 数 系 . 
$ 29,， 利用 德 沙 格 数 系 建立 空间 几何 


设 已 有 了 一 个 德 沙 格 数 系 D; 它 使 我 们 能 够 建立 一 种 空间 
几何 满足 全 体 公理 1，II，IY*. 

为 了 要 表 明 此 事 ， 设想 德 沙 格 数 系 DD 中 的 一 组 任意 三 个 数 (x， 
y#*) 是 一 个 点 ,DD 中 的 一 组 任 窒 四 个 数 (#: vw:r) 《其 中 ,wy0s ww 
不 同时 是 零 ) 是 一 个 平面 ;而 且 当 a 是 也 中 任意 非 零 的 数 时 ,，(w:v: 
wf) 和 (au:av:awiar】 这 两 组 表示 同一 个 平面 . RR 

wt 二 vy 十 war 下 

的 成 立 表 上 明 点 (x，y, z) 在 平面 (wi:viw:r) 上 I。 最 后 用 两 个 
平面 (wwiiwir) 和 (wv ";w” 来 规定 一 条 直线 , 若 姜 中 
. 没有 一 个 非 零 的 数 a, 使 得 

公共 Hs HO A 
车 一 个 所 (zy,z) 是 (wo 人 :wir ) 和 (or 的 一 个 
公共 点 ,这 个 点 就 说 是 在 这 直线 

[fw pwr) (wr)] 
上 两 条 直线 若 含有 完全 相同 的 点 ,就 看 作 是 同一 条 直线 、 

按 归 和 根 设 ，$ 13 中 的 运算 律 1 一 11 对 于 中 的 数 都 成 立 ， 应 
用 这 些 运算 律 ， 不 难 达 到 下 述 结 果 : 在 刚才 上 文 所 建立 的 空间 几 
何 中 ,公理 I 和 IV* 都 得 到 满足 四 

要 使 顺序 公理 I 也 满足 , 作 如 下 规定 : 设 

《2 Ji， 硬 )， {xas Ja。259]， (Crs, 3a ga 
是 一 条 直线 


下 局 阁 * 


上 wt + ) fo vy": Pd s*)] 


的 任意 三 点 。 若 下 列 六 对 不 等 式 


7 - {1) 
入 (2) 
和 {3) 


中 至 少 一 对 满足 ,就 说 点 (+z, 三 ;加 ) 在 其 他 两 个 之 间 ， 落 两 对 不 
等 式 (1) 中 的 一 对 成 立 , 就 很 容易 得 出 : 第 一 , 臧 者 为 一 为 一 为 
或 者 两 对 不 等 式 (2) 中 的 一 对 必然 满足 ,而 且 第 二 ,同样 的 ， 或 者 
乒 一 如 一 2 或者 两 对 不 等 式 (3) 中 的 一 对 必然 满足 . 究 实 上 ,用 
中 适当 的 非 零 的 数 堪 乘 下 列 方程 
wr 0 
vw mt yw sir -0 (i=1,2,3) 
再 把 所 得 到 的 方程 想 加 ,就 得 到 下 述 形 式 的 一 组 方程 
#0 1,2,3) {4) 
此 处 的 系数 ”” 断然 不 是 零 。 国 为 否则 am, mm， x 这 三 个 数 就 要 相 
等 ,和 假设 矛盾 . 在 #” 一 0 时 ,就 得 到 
二 
= 
可 入 XI 守 3 
得 到 另 一 对 不 等 式 
WH 
从 而 根据 (4) 得 到 
Pk i i i 
所 以 vi vj py; 
而 且 , 既 然 ”” 不 是 零 , 得 到 
久 近 为 王 为 
在 这 些 不 等 式 的 每 一 对 中 ,成 者 完全 取 上 面 的 不 等 号 ,或 者 完全 取 
下 面 的 不 等 叶 . 
从 上 文 的 讨论 得 知 , 在 我 们 的 几何 中 直线 顺序 公理 瑟 _-, 是 成 
立 的 。 现在 需要 证 明 ， 在 我 们 的 几何 中 平面 公理 I 也 是 成 立 


rr $7 # 


的 环 ). 

为 此 ， 设 给 定 了 一 个 平面 (w:viw:r) 和 其 中 的 一 条 直线 
[es2stp2rjofe sviw tr )], 我 们 规定 ,所 有 在 这 平面 (x: vw:+) 
中 的 点 (x，y, #)， 使 得 式 子 wx 十 wy 十 wg 十 ?小 于 址 大 于 
零 的 ,分 别 在 那 直 线 的 一 个 或 另 一 俩 ;然后 必须 证 明 ， 这 种 规定 具 
有 确定 的 意义 ,而 和 且 和 第 7 页 上 的 一 致 ,这 个 证 明 是 不 难 的 ， 

外 此 可 知 ， 在 从 德 认 格 数 系 五 用 上 述 的 方式 所 产生 的 空间 儿 
何 中 ,公理 T II, IV* 都 完全 满足 了 ， 

既然 德 阔 格 定 理 是 公理 h_s, I, IV* 的 推论 ， 所 以 我 们 认识 
到 : 

对 于 一 个 德 沙 将 数 系 刀 ， 可 以 用 上 述 的 方式 建立 一 种 平面 几 
何 ; 在 这 几何 中 狐 系 五 的 数 加 组 成 根据 24 所 引进 的 线 攻 计算 中 
的 元 案 ， 和 而且 公 理 8- IIV* 都 淇 足 了 ;所 以 ,在 这 种 平面 几 司 
中 ， 德 沙 格 定理 也 恒 成 立 ， 

这 个 事实 是 我 们 在 $28 中 所 得 到 的 结果 的 道 , 存 3 24 中 的 结 
果 可 如 下 表述 ; 

若 在 一 种 平面 几何 中 ， 不 但 公理 .3, H, IV* 都 成 立 ， 而 且 
德 沙 格 定理 也 成 立 ， 那么 ， 竹 这 几何 中 可 以 按照 $524 中 所 述 的 方 
式 引 进 线 欧 计算 ; 在 适当 的 规定 顺序 之 后 ， 这 线 妇 计算 的 元 寄 恒 组 
成 一 个 德 证 格 数 系 . 


$ 30. 德 种 格 定理 的 意义 


若 在 一 种 平面 几何 中 公理 F_s IIY* 都 满足 了 ,而 且 , 除 此 
之 外 : 德 秒 格 定理 还 成 立 :那么 ,根据 上 节 最 后 一 条 定理 , 恒 能 在 这 
几何 中 引进 一 种 线段 计算 ,具有 $13 中 的 运算 律 1 一 11,13 一 16. 然 
后 再 把 这 些 线段 的 集合 看 作 一 个 复 煞 系 , 而 且 ， 根 据 $ 29 中 的 说 
明 ,用 这 个 数 系 建 立 一 种 空间 儿 何 , 使 得 满足 公理 IT:IV*. 

车 内 游说 这 空间 几何 中 的 {x,y,0) 这 种 点 :和 那些 内 含有 这 
种 点 的 直线 , 就 得 到 一 种 平面 几何 ; 若 册 考虑 527 中 所 推 证 的 定 


理 55, 显然 可 网, 这 平面 儿 何 必定 和 原来 所 讨论 的 平面 几何 一 效 ， 
换 甸 话说 ， 这 两 种 平面 几何 的 元 素 闻 可 以 在 保持 关联 和 硕 序 不 变 
的 笨 件 之 下 ,建立 一 个 一 一 对 应 外。 于 是 我 们 得 到 下 述 定 理 , 它 可 
以 看 作 是 本 章 的 整个 研究 的 最 终 目 的 ， 

定理 中 ” 设 在 一 种 平面 几何 站 ,公理 ,1 ,IV* 都 满足 ;在 
这 情形 下 。 德 沙 格 定理 的 成 立 是 下 述 事 实 的 充分 必要 条 件 ， 这 平 
面 几 何 可 以 看 作 是 满足 金 体 公理 I, H, IY* 的 一 种 空间 几何 的 一 
部 分 . 

对 于 平 曾 几何 来 说 ， 德 沙 格 定理 可 以 说 是 标志 着 消去 空间 公 
理 的 结果 . 

从 所 得 到 的 结果 我 们 可 以 知道 ,每 一 种 满足 全 体 公 理 I,I:TIV* 
的 空间 几何 , 恒 可 以 活 作 是 一 个 "任意 高 维 的 几何 "的 一 部 分 ;这 里 
所 说 的 任意 高 维 的 几何 ,是 指点 ` 直 线 , 平 面 以 及 别 种 元 素 的 集 台 ， 
而 号 福 足 相应 的 扩充 了 的 关联 公理 ,顺序 公理 以 及 平行 公理 ， 
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第 六 章 巴 斯 哆 定理 
§ 31.。 关于 巴 斯 哮 定理 能 否 证 明 的 两 条 定理 


前 面 已 缀 说 过 , 德 沙 格 定理 (定理 53) 可 以 用 公理 LI, I, IV* 证 
明 , 这 就 是 说 ,实质 上 用 空间 公理 而 不 再 用 合同 公理 ,就 可 以 证 明 ; 
在 $23 中 曾经 指出 下 述 事实 。 车 不 用 第 一 组 中 的 空间 公理 和 合 
局 公理 班 , 则 即使 公 许 用 连续 公理 ,也 还 不 能 证 明 德 沙 格 定 理 ， 

在 $ 14 中 从 公理 HH ，I 一 IV 推 证 了 巴 斯 路 定理 ( 定 更 40)， 
在 $22 中 也 同 祥 地 推 证 了 德 沙 格 定理 ， 所 以 都 是 末 用 空间 公理 ， 
而 主要 地 用 了 合同 公理 ,因此 发 生 了 下 述 问题 ， 是 否 也 能 够 在 再 
引 空 间 的 关联 公理 之 下 ， 不 用 合同 公理 ,而 证 明 书 斯 嗜 定理, 我 们 
的 研究 将 要 指出 ， 在 这 方面 巴 斯 哮 定理 完全 和 德 沙 格 定理 不 同 ， 表 
现在 证 明 前 者 时 ， 阿 基 米 德 公理 的 容许 或 排除 ， 对 它 的 成 立 具 有 
疾 定 性 揭 影 响 。 册 于 在 本 章 中 一 般 不 假设 合 岗 公理 ,所 以 ,必须 给 
阿 基 米 德 公 末 以 如 下 的 形式 ,作为 根据 : 

VY*( 线 撕 计 算 的 阿 基 洲 德 公理 ) 设 在 一 直线 g 上 给 定 一 条 线 
段 as 和 两 个 点 4 和 $8, 则 恒 能 求 得 一 些 点 .La 1 A » 
使 得 B 在 4 和 4A, 之 间 : 而 且 线 肥 44，44 dd4。 等 于 
线段 a; 所谓 等 于 是 指 在 线段 计算 的 意义 下 的 等 于 ,而 线段 计算 控 
照 $24 根据 公理 I, IE，IV* 和 德 沙 格 定理 所 能 在 g 上 引进 的 ga 。 

我 们 研究 的 主要 结果 可 以 综合 成 下 述 的 两 杀 定 理 : 

定理 57 和 祖 据 公理 1 II, IV*, V4， 即 不 用 合同 公理 而 殿 助 
于 阿 菇 米 德 公理 ,能 证 已 新 旱 定 理 (定理 40). 

定理 58 很 据 公理 1 ，T, IV*， 即 未 用 合同 公理 也 不 用 阿 基 
六 不 能 证 巴 斯 喷 定 班 (定理 40). 

普遍 的 定理 56， 在 这 两 条 定 焉 的 叙述 申 ， 岂 可 以 不 要 冰 
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空间 公理 4_。 死 槛 求 有 一 个 其 有 德 沙 格 定理 (定理 53) 的 平面 几 
何 . 


$ 32. 阿 基 米 德 数 系 中 的 乘法 交换 律 


定理 57 和 定理 58 的 证 明 、 实 质 上 根据 算术 的 运算 律 和 基本 
事实 之 间 的 某 种 祖 互 关系 。 这 种 关系 的 知识 本 身 也 有 兴趣 . 我 们 
先 证 下 述 两 条 定理 . 
定理 59 对 于 一 个 阿 基 米 德 数 系 , 萄 法 的 交换 律 是 其 余 的 透 
算 律 的 一 个 必然 的 推论 ; 这 就 是 说 ， 若 一 个 数 系 具有 了 5 13 中 所 
列举 的 性 质 1-11，13-17, 则 必然 它 也 适合 性 质 12. 
证 明 ”首先 注意 : 若 a 是 这 数 系 的 任意 一 个 数 ,和 而且 
二 1 十 1 十 ，… 十 1 
是 一 个 正 有 理 整 数 , 则 对 于 4 和 ” 飞 法 交换 律 重 成 立 ; 实 际 上 
anwme dll 二 lt -tla:lta-1 二 :--+ae:.l1 
=#t a 二 "…:+a 
而 且 同 样 地 
894 一 人 1 十 IT 十 十 1)s 一 1 十 1 十 … 十 1.2 
二 二 二 
现在 假设 和 我 们 的 论断 根 反 , 数 系 中 有 两 个 数 a, 5, 对 于 它们 
交换 律 不 成 立 , 显 然 ,我 们 能 够 假设 
a 0 ab — ba > Ol 
因为 $ 13 中 的 变 求 5, 存 在 一 个 数 cl > 中， 使 得 
| ta b+ lem ab— ba 
再 者 , 取 一 数 4, 同时 适合 下 述 不 等 式 
dr0 d<1, d<e 
最 后 ,用 mm 和 * 表示 使 得 下 述 不 等 式 
mi<a(mt 1)d 
nd nt 1)a 
分 别 成 立 的 两 个 非 久 的 有 理 整数 ，m 和 这 两 个 数 的 存在 是 阿 基 
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米 德 定理 ($ 13 中 的 定理 17) 的 直接 准 论 。 考虑 到 本 证 明 开 始 对 
的 注意 ,我 们 从 上 两 个 不 等 式 经 由 冬 法 得 到 
a mn m1 


ba > mn 
因此 ,由 减法 得 到 . 
a — ba< {mint 1)n 
殉 然 有 
md a db, dd<l 
所 以 


Cm 二 十 ])d 二 a 二 5+1 
即 

ab— ba<{atb+1)d 
或 者 ,由 于 4 < *， 得 

一 8 二 Te 
这 不 等 式 和 数 “ 的 决定 矛盾 ,因此 定理 59 得 证 ， 


§ 33， 非 阿 基 米 德 数 系 中 的 乘法 交换 律 


定理 如 ”对 于 一 个 非 阿 基 米 德 数 系 ， 乘法 交换 律 不 是 其 余 的 
运算 律 的 一 个 必然 的 推论 ;这 就 是 说 ,存在 一 个 数 系 ， 它 具有 $ 13 
中 所 列举 的 性 质 1-11，13-16 一 一 即 根据 §$ 28， 一 个 德 沙 格 数 系 
一 但 其 中 条 法 交换 律 (12) 不 成 立 . 

证 明 设 + 是 一 个 参数 ,而 且 了 是 下 述 形 式 的 , 镶 有 有 限 项 或 
无 穷 多 项 的 任意 一 个 式 于 ， 

Ter TT rat 
其 中 ,ro( 3 加 的 ，fis fa "是 任 意 有 理 数 ，# 是 任意 一 个 有 理 整 
数 村 404. 还 把 0 这 个 数 添 加 到 这 些 式 于 的 域 了 了 中。 两 个 这 样 形式 
的 式 于 并 叫做 相等 ,如 果 它 们 之 中 的 所 有 的 对 应 的 数 ro ra 
-… 都 成 对 的 相等 。 再 该 8 是 另 一 个 参数 、 和 而 且 S 是 下 述 形 式 的 、 
合 有 有 限 项 或 无 穷 多 项 的 任意 一 个 式 子 ， 
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十 
其 中 ，To( 闪 0)，7T,，T,，，* 是 具有 形式 工 的 式 子 ,m 是 任意 一 
个 有 理 整 数 又 0， 把 0 这 个 数 添 加 到 具有 形式 5 的 全 体式 子 的 集 
合 , 再 规定 下 述 的 运算 律 , 把 这 集合 看 作 一 个 复数 系 Qs, 7)， 
首先 ,参数 和: 本 身 的 计算 遵循 $ 13 中 的 规则 ?-11， 而 规 . 
则 12 换 成 下 述 公 式 


I e214 (1) 
容易 看 出 ,这 里 的 规定 是 无 希 于 的 . 
现在 , 设 8 ,5S” 是 具有 形式 5 的 任意 两 个 式 子 : 
ST 
ST 
显然 ,我们 能 够 逐 项 入 加 ， 作 成 一 个 新 的 式 子 5 十 5S“; 它 仍旧 有 
8S 的 形式 ,而 且 同 时 唯一 的 次 定 了 ; 8 十 38” 这 式 子 叫做 由 83， 8 
擅 表 出 的 数 的 和 。. 
:把 人 5, 5" 这 两 个 式 子 照 通常 一 样 的 逐 顶 相 乘 我们 又 得 到 一 
个 下 述 形式 的 式 子 . 
B'S" ee sm Tem Tr + (em Tem mp 十 mT TT 
十 Cm 人 
十 TT 
这 个 式 子 ,利用 公式 (1) 之 后 ,显然 变 成 一 个 唯一 决定 的 具有 形式 
3 的 式 子 ; 记得 到 的 式 子 叫 作 3 所 表示 的 数 匀 以 S” 所 表示 的 数 
的 积 。 

在 计算 方法 如 此 规定 的 情形 下 ,$ 13 中 的 运算 律 1-4 和 6-11 
显然 正确 "，§ 13 中 的 规则 5 的 王 确 性 y 也 不 难 证 明 。 为 了 这 个 
目的 ,姑且 设 给 定 了 其 有 形式 8 的 两 个 式 子 是 

RJ 


和 


pee 


Ct i ei Sy it i 
注意 根据 我 们 的 规定 , Ti 中 的 第 一 个 系数 吕 必 非 0。 现 在 比较 
方程 


Did 


= 3, 


$8 S$" (2) 
两 端 中 3 的 等 ;首先 唯一 地 决定 一 个 整数 m”, 作 为 等 指数 ,然后 依 
殉 地 决定 式 子 
Ty, TI, TY 
舍得 式 于 
有 
在 公式 (1) 条 性 之 下 适合 方程 (2)。 对 于 方程 
S'S 一 8 
也 有 家 侈 的 结 孙 这样 便 完成 了 所 需要 的 证 明 ， 
最 后 ,要 使 我 们 的 数 系 BC, 1!) 的 数 能 够 排 成 顺序 ,我 们 作 下 
述 规 定 : 按照 在 表示 一 个 数 的 式 子 3 中 T 的 第 一 个 系数 ro 之 0 
或 者 m > 0, 这 个 数 就 分 别 叫做 <0 或 者 >0。 落 上 和 z 是 这 复 
数 系 中 的 任意 两 个 数 ,按照 一 上 <0 或 者 一 > 0， 就 分 出 
说 a 过 8 或 者 g > 上 5 在 如 此 规定 的 情形 下 ,立刻 看 出 ,$ 13 中 的 
规则 13 一 16 也 有 效 , 即 8ts, 站 是 一 个 德 沙 格 数 系 ( 参 看 § 28)。 
513 中 的 规则 12 在 我 们 的 复数 系 @ks， z) 中 不 满 尾 ,如 同方 
程 (1) 所 指出 的 ;因此 定理 60 完全 证 了 了 . 
由 于 定理 吵 , 所以 在 刚才 所 建立 的 数 系 (rs, 站 中 ， 加 六 六 
德 定 理 ($ 13 中 的 定理 17) 不 成 立 。 


$ 34， 关于 巴 斯 哮 定 理 的 两 条 命题 的 汪 明 
( 非 巴 斯 噶 几 何 ) 


车 在 一 种 空间 几何 中 ,全 体 公理 I, II, IV* 都 满足 ,那么 德 沙 
格 定理 (定理 53) 也 成 立 , 而 且 , 根 据 $ 28 中 的 最 后 一 条 定理 ,在 这 
几何 的 每 一 对 相交 的 直线 上 能 够 引进 线 如 计算 , 适 台 $ 13 中 的 规 
则 1-11, 13-16。 鞍 再 在 这 几何 中 假设 阿 基 米 德 公理 V+， 则 对 于 
这 个 线 正 计算 朵 基 米 德 定 理 (§ 13 的 定理 17) 显然 成 立 , 从 而 , 根 
据 定 理 53, 和 法 交换 律 也 成 六， 队 所 附 的 图 (图 76) 可 见 ,和 药 法 交 
换 律 不 基 别 的 、 正 是 对 于 这 两 条 轴 的 巴 斯 暗 定理 。 因 此 证 明了 定 
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理 37。 

要 证 明定 理 58, 到 $33 中 所 引进 的 德 沙 格 数 系 80 门 ， 医 
自 按 照 $ 29 中 所 描写 的 方法 用 这 
数 系 来 建立 一 种 空间 几何 。 在 这 几 
何 中 全 体 公 理 1, IT, IV* 都 满足 . 
里 然 如 此 , 巴 斯 太 定理 不 成 立 , 因 为 
需 枝 交换 律 在 这 个 德 沙 格 数 系 DO(s， 
局 中 不 成 立 。 如 此 建立 的 “ 非 巴 斯 
噶 几 何 “， 由 于 “这 里 所 证 明 的 定理 
说 ,必然 也 同时 是 一 个 “ 非 阿 基 米 德 隐 74 
几何 

即使 这 空间 几何 是 任 半 高 维 的 一 种 几何 的 一 部 分 《这 高 维 的 
几何 中 陈 点 ,直线 .平面 之 外 ,还 有 别 种 元 素 ; 而 且 作 为 根据 的 有 一 
组 相应 的 关联 公理 ,顺序 公理 ， 以 及 平行 公理 )， 在 我 们 的 假设 之 
下 , 巴 斯 偏 定理 还 时 然 不 能 证 明 ， . 


4 35 利用 巴 斯 嘴 定 理 来 证 朋 任 意 交 点 定理 


首先 ,证 明证 述 重 要 的 事实 ， 
定理 61 只 用 公理 1,, I, IV*, 因而 不 用 合同 公理 和 连续 . 

公理 ,能 从 巴 斯 中 定理 (定理 40) 证 明 德 沙 格 定理 (定理 53). 

证 明 ” 定理 53 的 两 部 分 的 每 一 部 分 ， 绢 然 基 另 一 部 分 的 直 
接 推 论 . 因此 , 只 需要 证 明 其 中 的 一 部 分 , 例如 第 二 部 和 分。 首先 ， 
我 们 增加 假设 ,在 附加 的 假设 之 下 完成 证 明 ， 

设 三 角形 4BC 和 BC 的 位 置 如 下 (图 77)， 对 应 顶点 
的 连 线 通过 一 点 0, 而 且 48 平行 于 448，4C 平行 于 4 
我 们 再 假设 ,直线 OB8* 和 4'C' 不 平行 ， 直线 OC 和 A'B' 记 


12 这 于 所 指出 的 定理 61 的 证 有 明 , 产 于 马赫 森 堡 “从 巴 斯 吐 定理 证 明 德 沙 插 定 理 ? 
【Heweis des Desarguesschen Satzes Aus dem pascalscheny Math。Ann， 卷 
E19, - 
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不 平行 。 现在 作 08' 的 通过 4 的 平行 线 ， 交 直线 改 生 于 一 点 
工 , 殉 直 线 0OC” 于 一 点 和 其 次 青 假设 直线 LB 既 不 平行 于 
D4， 又 不 平行 于 OC。 直线 
4B 和 上 B' 断然 不 平行 ， 即 
它们 有 一 交点 WN; 把 N 连 到 于 
和 0， 

根 握 作 图 已 斯 碟 定 理 能 
应 用 到 构 形 ON4 工 人 上 去 ， 
因此 可 知 , ON 平行 于 4 工 , 也 
平行 于 4。 现在 ， 巴 斯 噶 定 

77 理 也 能 应 用 到 攀 形 ONM A4C8B 

和 ONM LC'B'， 而 得 到 MN 既 平 行 于 C8， 也 平行 于 C'B'， 
所 以 过 CB 和 0C'B8” 平行 

这 证 明 中 所 作 的 附加 假设 ， 可 以 一 个 一 个 地 去 掉 去 掉 附加 
假设 的 这 部 分 的 证 明 ,我 们 这 里 和 省略 了 5 

设 现在 有 一 种 平面 几何 :其 由 除 公理 E_，H，IV* 之 外 , 巴 斯 
哎 定 理 还 成 立 ， 定 理 61 告诉 我 们 ， 在 这 几何 中 德 阔 格 定理 也 成 
立 。 所 以 在 这 几何 中 我 们 能 按照 $24 引进 线段 计算 ; 而 且 和 根据 
$ 34 对 于 这 个 计算 , 巴 斯 哮 定理 和 莱 法 交换 律 癌 时 成 立 ， 这 就 是 
说 ,这 计算 法 遵循 $13 中 的 所 有 运算 德 1-12, 

加 果 把 往 当 于 书 斯 时 定理 或 德 沙 格 定理 的 内 容 的 一 个 图 形 叫 
做 巴 斯 噶 构 形 或 德 沙 格 构 形 , 那么 5 24 一 § 26 和 $34 中 的 结果 可 
综述 如 下 : 在 我 们 的 线 茎 计算 中 ,每 一 次 应 用 运算 律 (8 13 的 定理 
1-12) 可 以 表 为 有 限 个 巴 斯 罗 构 形 和 德 沙 格 鬼 形 的 一 个 组 合 ， 而 
且 , 既然 通过 适当 的 辅助 点 和 辅助 寺 线 的 作 图 《如 问 在 证 明定 理 
51 时 所 作 的 ), 德 沙 格 徇 形 能 示 为 巴 斯 咏 构 形 的 组 合 ,所 以 在 我 们 
的 线 肛 计算 中 ， 每 一 次 应 用 所 说 的 运 自律 可 以 表 为 有 限 个 巴 斯 嘲 
构 形 的 组 全 . 

按照 -$ 27 中 所 说 的 和 乘法 交换 律 , 在 这 线 眉 计算 中 ， 一 个 点 
“用 一 对 实数 (x，7) 表示 ,一 条 下 线 用 三 个 实数 的 比 "” (zizim) 琉 

中 


示 * 其 中 前 本 个 不 同时 既 雪 ,1 直 强 芝 团 关联 的 条 件 是 方程 
ur -syTiw=0 
而 且 两 直线 Cw:v:w) 和 人) 平行 的 条 件 是 
HIV 

设 在 如 此 给 定 了 的 几何 中 ， 有 一 条 纯粹 的 交点 定理 .所谓 一 
条 纯粹 的 变 点 定理 ， 亡 指 的 十 具有 下 述 性 质 的 定理 ;只 含有 关于 
点 和 直线 的 位 置 关联 以 及 关于 直线 的 平行 性 的 叙述 ， 而 同时 不 用 
其 它 关 系 ( 例 如 ， 侣 同和 垂直 )。 平 面 几 何 的 每 一 条 这 种 的 纯粹 的 
_ 交 点 定理 者 可 以 表述 如 下 : 

首先 尾 沸 取 一 组 有 限 个 点 和 直线 ， 然 后 按照 预定 的 方式 作 这 
些 直线 中 的 某 些 任意 平行 线 ， 在 这 些 直线 中 的 某 些 直线 上 取 任 意 
点 ,而 且 通 过 这 些 点 中 的 某 些 点 作 尾 意 直 线 ; 在 按照 预定 的 方式 作 
了 连 线 :交点 以 及 通过 已 经 存在 的 点 的 平行 线 之 后 , 线 于 得 到 一 组 
有 限 条 直线 ,它们 就 是 定理 所 论断 的 ,通过 同一 个 点 或 互相 平行 的 
直线 ， 

开始 时 我 们 完全 任意 到了 点 和 直线 ， 把 它们 的 坐标 看 作 是 参 
数 请 '…，* zs; 然后 我 们 又 在 有 限度 的 任 普 性 之 下 取 了 点 和 直线 ， 
它们 的 若干 坐标 能 够 看 作 古 男 一 些 参 数 如 il 名， 其 余 的 都 
将 由 名 …， 8 这 些 参数 决定 了 。 以 后 再 作出 的 所 有 的 连 线 , 交 
点 和 平行 线 的 堂 标 ， 都 是 依赖 于 这 些 参 数 的 诸 有 理 式 4(p;,……， 
Pr)。 在 这 样 的 情形 下 , 所 村 证明 的 交点 定理 的 内 容 化 为 下 述 的 论 
断 : 当 瑚 数值 相同 时 , 某 一 些 这 种 的 式 子 取 相 司 的 值 ; 换 句 话说 ， 
交点 定理 就 是 说 : 当做 数 锯 ，……， 名 ， 用 所 讨论 的 几何 中 所 引进 . 
的 线段 计算 中 的 任意 元 素 代 人 上 时， 这 些 参 数 的 某 一 些 完全 确定 的 
有 理 式 R(P,-…， 户 ) 都 等 于 堆 ， 既 然 这 些 元 壳 的 域 是 和 无穷 的 ， 
我 们 从 一 条 已 知道 的 代数 定理 得 到 下 述 结论 ; 在 513 中 的 运算 律 
1 一 12 的 基础 之 上 ， 这些 式 子 R(p,…, p,) 恒 等 于 零 史 ， 但 是 
要 想 证 明 式 子 民 (P，……， 包 ) 在 我 们 的 线段 计算 中 恒 等 于 志 ， 根 
所 我 们 在 上 文 所 证 明了 的 关于 应 用 运算 律 的 事实 ,应 用 巴 斯 刚 定 
再 就 足够 了 ， 这 样 ,我 们 证 明了 下 述 结论 ， 
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定理 -62 没 一 种 平面 几何 中 ,公理 4.;, ,IV* 都 满足 ,而 
且 巴 斯 喷 定 理 正 确 。 这 几何 中 的 每 一 条 纯粹 的 兖 点 定理 。 可 以 通 
过 作 适 当 的 辅助 点 和 辅 甚 直线 , 表 为 有 限 个 巴 斯 嘻 构 形 的 组 合 .。 

于 是 ,利用 巴 斯 嘱 定理 ,交点 定理 的 证 朋 就 不 需要 再 求助 于 合 
间 公 理 和 连续 公理 . 


历史 的 注 记 


; 关于 第 五 章 和 第 六 章 的 发 展 的 研究 始 于 再 ， 韦 纳 (Hermann 
.Wiener) “关于 几何 学 的 基础 和 建立 "fiber Grundlagen und Aufbau 
der Geometrie) 一 次 中 所 作 和 的 探讨 ,此 文 是 1831 年 在 哈 鼎 (Halley) 
举行 的 自然 研究 会 议 上 所 作 的 报告 (参看 地. 韦 纳 于 Jahresber. d. 
Deutschen Matherm-Yereioigung，Bd.I45 页 一 48 页 (1892) 上 所 发 
洗 的 文章 )}. 瑟 . 韦 纳 也 是 在 “Bereichten, der Kegel. Sichs Ges. d. 
Wiss.，Leipzig 1890，1891，1893 上 所 连续 刊登 < 可 换 的 欢 镜 面 反 
射 变 多 ”(Vertauschbare Zweispicgelige Verwandschaftep) 的 作者 ， 
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第 七 章 ”根据 公理 1 一 IV 的 几何 作 图 
§ 36. 利用 直 尺 和 迁 线 器 "的 几何 作 转 


设 有 一 种 空间 几何 ,在 这 几何 中 金 体 公理 I--IV 部 成 立 ; 为 简 
单 起 见 ,我 们 在 本 章 中 只 考 典 这 空间 几何 中 的 平面 几何 ,研究 这 平 . 
看 几何 中 哪些 初等 作 图 向 题 一 定 能 够 解决 (假设 有 迁 当 的 实际 工 
具 ). 

根据 公理 1, EL, IV , 恒 能 够 解决 下 述 问 题 ; 

问题 1 和 作 一 直线 连结 两 点 ; 求 非 平行 的 两 直线 的 交点 . 

根据 合 疝 公理 UH, 能 够 迁移 线段 和 角 ， 即 在 我 们 的 几何 中 恒 
能 够 解决 下 列 问 题 : 

间 题 2 迁移 一 给 定 的 线段 到 一 直线 上 的 一 给 定 的 点 处 。 并 
且 在 这 点 的 给 定 的 一 侧 , _ 

问题 3 挝 移 一 给 定 的 角 , 到 泊 着 一 给 定 的 直线 ,以 这 直线 虐 
的 一 给 定点 作 顶 点 ,并 且 在 这 直线 的 给 定 的 一 个 ,或 者 作 一 直线 ， 
交 一 给 定 的 直线 于 一 给 定 的 点 .并且 交 于 一 给 定 的 角 . 

显然 ， 丰 用 公理 I 一 IV 作 根 据 时 ， 只 有 那些 可 化 为 上 述 问 题 
1 一 3 的 作 图 问题 才能 够 解决 . 

在 基本 的 问题 1 一 3 之 外 ,我 们 再 增 深 下 列 商 个 问题 : 

问题 4 作 一 十 线 通过 一 给 定 的 点 , 平行 于 一 给 定 的 直线 ， 

问题 5 作 一 给 定 的 直线 的 重 线 . 

我 们 立刻 知道 ,这 两 个 问题 能 够 用 不 同 的 方式 化 为 问题 1 一 3 。 

问题 1 的 实际 作 图 需要 直 尺 . 为 了 问题 2 一 5 的 实际 作 图 ,如 
同 下 面 将 要 证明 的 , 直 尺 之 外 还 需 变 应 用 迁 线 器 ; 迁 线 器 是 一 个 工 


* DD。 项 东 伯 特 在 配合 他 的 公理 系统 作 困 时 设计 一 个 作 轿 工具 ， 他 将 这 个 工具 叫 
“FEichma 如 ?1902 年 英 攻 人 E，]， 汤 琳 德 【让 ，T1 TownsendY 将 第 一 版 德 妆 
原著 主 成 英文 时 ,根据 此 字 的 意义 译 为 “Transferer of segments"。 今 根据 此 
茵 译名 词 译作 “ 渤 线 吉 "一 一 译 者 注 ， 
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上 共 , 它 能 够 迁移 唯一 的 一 条 完全 确定 了 的 线 喘 2 例如 单位 线 息 . 因 
此 有 下 述 结果 : 

定理 64 ”根据 公理 I 一 IV 所 能 解决 的 几何 作 图 问题 , 一 定 可 
以 和 用 直 尺 和 十 线 器 实际 作 图 ， 

证 明 ”要 实际 解决 问题 4 (图 73), 连接 这 给 定 的 点 P 和 给 定 
的 直线 a 上 的 任意 一 点 4， 而 且 用 渤 线 器 继续 两 次 迁移 单位 线 眉 
到 a 上 的 点 4 处 , 先 到 点 ,再 从 B 到 Cc。 再 设 D 是 4P 上 任意 一 
-点 ,但 既 韭 4 又 非 了， 而 且 使 得 BD 不 平行 于 PC.。 因而 CP 和 
BD 交 于 一 点 E, 而 且 4E 和 CD 交 于 一 点 了 。 如 辐 施 素 因 纳 
尔 〈Steiner) 曾经 指出 的 ra，PF 就 是 所 求 的 4 的 平行 线 . 


图 78 图 79 

我 们 解决 问题 5 如 下 【图 29): 设 4 是 给 定 的 直线 上 的 任意 
一 点 ;然后 用 迁 线 器 迁移 单位 线 贤 到 这 直线 上 的 点 4 的 责 钢 ,得 到 
48 和 4C; 再 在 通过 4 的 任意 另外 两 条 直线 上 决定 点 互 和 六 ， 
使 得 线段 4D 和 4E 也 等 于 单位 线段 ， 直 线 BD 和 CE 交 于 
一 点 了 ,直线 BE 和 CD 交 于 一 点 日 , 则 FH 是 所 求 的 恒 线 . 事 
实 上 ; 角 ZBDC 和 二 BEC 都 是 在 直径 BC 上 的 半圆 的 贺 周 
和 角 ， 因 而 都 是 直角 ; 招 三 角形 的 三 高 线 共 点 的 定理 应 用 到 三 角形 
BCF ,得 知 FH 也 垂直 于 BC. 

根据 问题 + 和 问题 5， 恒 能 够 从 给 定 的 直线 a 外 的 给 定 的 点 
DD, 作 a 的 垂 线 ,或 者 通过 e 上 的 一 点 4 , 作 4 的 垂 线 . 

现在 能 够 只 用 直 尺 和 迁 线 器 解决 问题 3; 我 们 采取 下 述 方法 ， 


1 只 唤 要 要 求 能 够 迁移 唯一 的 一 条 强 民 ,是 J 魁 尔 宣 克 (J. Kirachak) 注音 到 
的 ; 奢 看 他 的 “如 萎 的 迁移 ?Das Stechenabtragen， Math，Ann, 苑 55.19023， 
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近 方 法 只 错 要 作 给 定 的 直线 的 平行 线 和 疏 线 ， 设 了 是 要 迁移 的 骨 
| {图 80),， 4 是 这 个 角 的 顶点 。 通 过 
4 作 丰 线 1 平行 于 给 定 的 直线 , 即 
给 定 的 衣 了 要 迁移 到 的 直线 . 从 8 
的 两 边 的 任性 一 边 上 的 任意 一 点 
至 ， 作 到 8 的 另 一 边 和 到 / 的 两 条 
改线 . 设 这 两 条 全 线 的 仆 足 是 了 和 
Cc,C 和 万 不 是 则 -一 点 ,而 且 4 不 在 
CD 上 .能 从 4 作 CD 的 筷 线 ; 设 答 足 是 卫 , 根 据 第 47 页 所 证 明 的 定 
理 , 过 C4 一 8。 若 3 是 取 在 给 定 的 角 的 另 一 边 上 ， 五 就 落 在 / 
的 另 一 侧 。 通 过 给 定 的 直线 上 
的 给 定 的 点 , 作 有 45 的 平行 线 ; 
于 是 问题 3 解决 了 . 

最 后 ,要 解决 问题 2, 我 们 
用 下 述 的 , 魁 尔 重 克 《J,，KK- 
schak) 所 给 的 简单 作 问 法 : 设 
4 是 要 迁移 的 线段 (图 81)， 
而 且 王 是 给 定 的 直线 1 上 的 给 
定 的 点 ,通过 P 作 48 的 平行 线 ,用 迁 线 器 迁移 单位 线 妥 到 这 平 
行 线 上 的 点 P 处 ,在 4P 移 B 钙 ,到 一 点 C; 再 迁移 单位 线 股 到 ! 
上 的 点 了 处 ,在 给 定 的 那 一 侧 ， 到 一 点 也。 通过 3 作 42 的 平行 
线 , 交 直线 PC 于 9 ,通过 @ 作 CD 的 平行 线 , 交 1 于 瑟 ; 则 PE 
~ 48B. 若 ! 和 直线 PO 重合 , 而 且 昌 不 在 P 的 那 给 定 的 一 侧 ， 
作 图 法 能 够 容易 修正 ， 

如 是 证 明了 ,问题 1 一 5 全 体能 用 直 尺 和 证 线 器 解决 ， 从 而 定 
理 83 完全 证 明了 。 


$ 5， 几何 作 图 能 否 用 直 扩 和 迁 线 器 作出 的 准则 


在 $36 中 所 处 理 的 初等 几何 河 题 之 外 , 还 有 一 系列 很 多 的 其 
他 问题 它们 的 解决 也 只 需要 作 直 线 和 于 移 线段 ， 要 想 对 于 所 有 


* 了 DT 


图 80 
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的 能 如 此 解决 的 问题 有 一 个 概括 的 了 鱼 。 我 们 用 一 个 吉 第 坐标 奈 
作 我 们 这 后 讨论 的 基础 ,而 且 , 如 同 通 常 一 样 的 ， 把 点 的 坐标 看 作 
是 实数 或 者 某 些 任意 参数 的 区 数 。 要 想 能 够 求 得 金 体 能 作 攻 的 
点 ,我 们 作 如 下 的 考虑 ; 

设 给 定 了 一 组 兢 定 的 点 ;这 些 点 的 人 誉 标 产 生 一 个 有 理 域 R”， 
它 含 有 染 些 实数 和 茶 些 任 音 参数 Zz。 可 设想 从 给 定 的 这 组 点 ， 通 
过 作 直 线 和 迁 移 线段 所 能 作 的 全 体 点 ， 把 这 些 点 的 坐标 所 作成 的 
域 叫做 QO(R); 它 也 含有 茶 些 实数 和 这 些 任意 参数 ?的 某 些 玖 
数 ， 

我 们 在 $ 17 中 的 讨论 表 肘 : 直线 和 平行 线 的 作 图 可 以 解析 
地 化 为 线 眉 的 加 弱 碱 除 ; 再 者 , 已 知 的 $9 中 给 出 的 旋转 的 公式 告 
诉 我 们 ,迁移 一 线段 到 任意 一 直线 上 所 需要 的 解析 运算 ,内 是 求 两 
个 平方 的 和 的 平方 椒 ， 耐 这 两 个 平方 的 底 是 已 经 作出 来 了 的 。 反 
过 来 ,根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,利用 一 个 喜 衣 三 角形 ， 我 们 恒 能 够 通 
过 迁移 线 惧 作出 两 个 线段 的 平方 的 和 的 平方 根 . 

从 这 些 考 起 就 得 到 ， 域 G(RR) 所 含有 的 实数 和 参数 ?的 术 
数 ,是 而 且 只 是 那些 从 有 中 的 实数 和 参数 的 函数 ,经 过 有 限 次 下 列 
.五 种 运算 所 产生 的 ; 四 种 初等 运算 和 求 两 个 平方 的 和 的 平方 根 这 
第 五 种 运算 .这 些 结 果 叙 述 如 下 ， 

定理 把 一 个 几何 作 图 问题 能 通过 作 直 线 和 迁移 线段 解决 ， 
”” 即 能 利用 直 尺 和 迁 线 鼎 解 决 ， 其 充分 必要 条 件 如 下 ， 在 用 锯 析 方 

.法 处 理 这 问题 时 ,所 求 的 点 的 坐标 是 给 定点 的 坐标 的 这 样 的 函数 ， 
它们 的 建立 只 需要 有 理 运 算 和 求 现 个 平方 的 和 的 平方 根 这 个 适 
算 , 而 且 只 需要 应 用 有 限 次 的 这 五 种 运算 

从 这 定理 立刻 知道 ， 不 是 每 一 个 用 圆规 能 解决 的 问题 也 能 只 
用 直 尺 和 还 线 器 解决 。 为 此 ， 我 们 从 $ 9 中 利用 代数 数 域 如 所 建 
立 的 那 种 几何 出 发 ; 在 这 几何 中 只 有 能 用 直 尺 和 计 线 器 作出 的 线 
发 , 即 因 霹 & 的 数 所 决定 的 线 距 ， 

设 四 是 & 中 的 任意 一 个 数 ,从 域 @ 的 定义 ,很 容易 知道 ， 每 一 
个 和 共 轿 的 代数 数 必 害 也 在 口中 ;而 且 , 既 然 域 口 中 的 数 都 显然 


* 102* 


是 实数 ,所 以 域 O 只 能 含有 完全 实数 pq; 所 谓 完全 实数 , 指 的 是 只 
有 实 共 加 数 的 实 代数 至 。 
现在 ,我 们 提出 下 述 辣 题 ， 作 一 个 直角 三 角形 ,其 未 是 1 而 有 


一 股 是 ]W 2 4 一 1， 表 出 另 一 股 的 数值 是 代数 数 W21wW 了 71 一 2; 它 


不 在 9 中 出 现 , 因为 它 的 共 儿 数 V 一 2|w 2 | 一 2 成 为 尽数 . 如 是 
所 提出 的 问题 在 我 们 据 以 出 发 的 几何 中 不 能 解决 ， 从 而 也 不 能 用 
直 尺 和 迁 线 器 解决 ,虽然 它 是 可 下 利 用 加 规 立 剂 解 决 的 。 

我 们 的 考虑 也 可 以 反 转 过 来 , 即 有 ; 

自 有 理 数 经 过 实 平方 根 所 得 的 每 一 个 完全 实数 都 存 域 吕 中 ， 
因此 每 一 条 由 这 样 的 数 记 决定 的 线 眉 都 能 够 利用 直 尺 和 迁 线 器 作 
出 3». 这 定理 的 证 明 将 从 更 普遍 的 考 莘 得 来 ， 实 际 上 我 们 将 弄 找 出 
一 个 准则 ,使 对 于 一 个 能 用 站 尺 和 圆规 解决 的 几何 作 图 问题 ,能 直 
阎 从 这 问题 的 解析 性 质 和 它 的 解 来 判断 它 是 否 也 能 只 用 直 尺 午 迁 
线 器 来 解决 。 下 述 定理 就 提供 给 我 们 这 个 准则 ; 

定理 65 设 有 一 个 几何 作 图 问题 , 在 解析 的 处 理财 ， 其 中 所 
求 的 点 的 坐标 ,只 要 通过 有 理 运算 和 开平 方 ,就 能 从 给 定 的 点 的 坐 
标 求 出 ， 设 ”> 是 足够 用 来 计算 点 的 坐标 的 平方 根 的 最 少 个 数 ， 我 
们 的 作 图 所 题 可 以 及 经 过 作 直 线 和 迁移 线段 实际 解决 的 充分 必要 
条 件 如 下 : 对 于 给 定 的 点 的 所 有 的 位 置 ， 即 对 于 作为 任意 参数 的 
给 定 的 点 的 华 标 的 所 有 的 值 , 这 个 几何 问题 恰好 有 2* 个 实 解 2, 无 
穷 解 忆 计算 在 内 ， 

” ”根据 本 节 开 始 时 的 考虑 、 所 说 的 准则 的 必要 性 显然 。 至 于 准 
则 的 充分 性 ,由 于 下 述 的 定理 : 

定理 66 设 参 数 户 ，-…， Ba 的 一 个 函数 fr Pps) 是 
经 过 有 理 运 算 和 开平 方 而 作成 的 ， 若 对 于 参数 的 每 一 组 实数 什 ， 
这 陨 数 都 是 一 个 完全 实数 ， 则 这 函数 属于 域 0CR)， 这 时 的 域 是 
从 1， 包 ,sp 出 发 ,经 过 初等 运算 和 两 个 平方 的 和 的 开平 方面 


1 此 处 在 第 七 版 中 所 出 吏 的 错误 系 由 也 巴赫 曼 奸 指出。 
2) 此 处 内 看 补 篇 FEV:。 
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得 到 的 。 

党 注意 ， 在 起 9(R) 的 定义 中 ,只 到 两 个 平方 的 这 个 限制 可 
以 去 挤 。 事实 十 ,公式 

Vette -VViTo+te 
SrA 
表明 任意 多 个 平方 的 和 的 开平 方 可 以 化 为 继续 两 个 平方 的 和 的 开 
平方 ， 

民 此 , 设 一 个 有 理 数 域 是 由 逐次 附加 在 函数 大 一 … po) 的 
构造 中 每 次 居于 最 里 面 的 平方 根 扩张 而 成 的 ， 在 考 芒 这 种 的 一 个 
有 理 数 域 时 .只 需要 证 明 , 这 些 平 方 根 的 和 紫 一 个 的 被 开 方 数 ， 在 前 
一 个 有 理 数 感 中 都 可 以 表 为 平方 和 ， 这 个 证 明 根 据 于 下 述 的 代数 
定 瑶 : 

定理 67 若 一 个 以 有 理 数 为 系数 的 有 理 函 数 plPis"**s Ps), 
对 于 参数 的 所 有 的 实 值 ,都 取 非 负 值 , 它 就 可 以 形成 以 有 理 数 为 系 
数 的 ` 变 数 加 的 有 理 男 数 的 平方 的 和 ?. 

我 们 抬 这 条 定理 述 成 下 式 ; 

定理 68 在 由 1, 有 决定 的 有 理 数 域 中 ， 矢 一 个 永 运 
非 负 (对 于 变数 的 每 一 组 实数 值 都 非 负 ?的 函数 是 一 个 平方 和 ， 

现在 设 有 一 个 函数 蕊 疡 ,……，p)， 它 具有 定理 66 中 所 说 的 
性 质 ， 附 加 构造 函数 f 所 必需 的 平方 根 ,逐步 地 作 扩 张 ,就 得 到 一 
个 域 . 我 们 能 锥 广 上 述 的 论断 ， 使 得 它 在 这 域 中 成 立 ， 即 对 于 这 
个 域 有 下 述 事 实 . 若 一 个 函数 和 它 的 所 有 的 共 斩 函数 都 永远 非 
负 , 它 就 可 以 表 为 这 域 中 的 函数 的 平方 和 . 

用 数学 妇 钠 法 证 明 ， 首 先 考 世 经 过 附加 # 


的 最 里 面 的 一 个 


1 在 一 个 变数 时 :我 最 先 讨 论 这 个 问题 ， 然后 E. 兰 道 〔E,，Landau》 完成 羡 对 于 
一 个 变 教 的 这 条 定理 的 证 明 ;而 且 骨 的 是 殷 简 单 的 和 初等 的 工具 Math，Aana 。 
潞 17 1 和 3。 这 来 阿姨 本 CArtin》 得 到 了 完全 的 证 明 。iamburger Abhand 
lunFen， 稚 于 1927。 
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平方 根 扩张 忆 而 成 的 一 个 域 . 这 个 平方 根 的 被 开 方 数 是 一 个 有 理 
函数 hl, pan), 设 f(s "ys ps) 是 经 过 这 个 扩展 而 成 的 
域 (R。w 二 ?中 的 一 个 函数 , 它 和 它 的 所 有 的 共 碟 函数 都 只 取 非 负 


值 ,而 且 它 不 恒 等 于 零 ; 它 有 e 十 5 的 形式 ， 其 中 的 a 和 名 以 


及 所 部 是 有 理 函 数 . 从 关于 所 作 的 假设 ,可 知 国 数 “十 2w fh 
和 z 一 sw 天 的 井 由 与 积 由 都 只 取 非 负 值 。 函数 
P24 一 a 
还 是 有 理 的 ,所 以 根据 定理 68 可 以 表 为 只 中 的 范 数 的 平方 和 。 此 
外 , 9 不 能 恒 等 于 罕 . 
及 所 满足 的 方程 
有 一 pf 十 四 一 浊 


得 到 


根据 于 关于 和 才 所 说 的 ,所 以 可 以 表 为 焉 (Rw 天 ) 中 的 


函数 的 平方 和 .这 里 对 于 域 (R, MV ) 所 得 到 的 结果 相当 于 对 于 域 
及 而 言 的 定理 的 , 对 于 其 余 的 扩张 ,重复 上 面 应 用 的 步骤 ,我 们 虹 
后 得 到 下 述 疆 果 :在 作成 函数 了 所 得 到 的 诸 瑞 的 每 一 个 中 ， 若 一 
个 函数 和 它 的 所 有 和 的 共 轿 函数 都 永光 非 负 ， 则 它 就 是 以 对 应 域 中 
了 的 函数 的 平方 和 ,现在 考虑 任意 一 个 在 中 出 现 的 平方 根 式 , 它 
和 它 的 所 有 共 斩 函数 应 该 都 是 实 的 ， 扩 以 被 开 方 式 以 及 它 的 所 有 
的 共 施 式 , 在 它 所 在 的 域 中 ,应 该 都 是 永远 非 负 的 函数 ， 因 此 这 个 
被 开 方 式 是 这 域 中 的 平方 和 。 因此 定理 66 证 明了 ;所 以 ,定理 好 
所 给 出 的 准则 也 是 充分 的 . 

能 用 直 尺 和 圆规 作 图 的 正 多 边 形 是 定理 65 的 应 用 的 例子 ,在 
这 情形 下 ,没有 任意 参数 出 现 ,所 要 第 的 式 子 前 是 代数 数 ， 我 们 
容易 看 出 ,定理 65 的 准则 满足 了 5", 因 此， 只 通过 作 直 线 和 迁移 线 
段 ， 就 能 做 出 每 一 个 正 多 边 形 ， 这 个 结果 忆 可 以 从 辑 周 等 分 强 论 
直接 得 浏 ， 
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其 他 有 闫 初等 几何 中 的 已 知 的 作 图 问题 ， 这 里 我 们 只 提 马 下 
发 所 《MaLfati) 间 题 中 能 只 用 站 尺 和 迁 线 器 解决 ， 而 亚 滤 障 尼 
亚 (apollonius) 硼 切 问题 芒 则 不 能 2. 


结 束 语 


本 书 对 于 几何 的 原理 作 了 一 个 批评 的 研究 ;在 研究 的 过 程 中 ， 
指导 我 们 的 原则 是 ; 在 讨论 每 一 个 当前 问题 时 ， 要 同时 检查 能 否 
遵照 预定 的 方式 利用 限定 的 辅助 工具 ,得 到 这 何 题 的 解答 .在 我 看 
来 ， 这 是 我 们 应 该 采取 的 一 个 普遍 的 而 且 自 然 的 项 则 ;事实 上 , 当 
我 们 作 数 学 研究 而 遇 到 一 个 问题 或 猜测 一 条 定理 时 。 只 有 等 待 这 
问题 完全 得 到 了 解决 ,而 且 完成 了 这 定理 的 严密 证 明 , 或 者 彻底 了 
解 了 不 可 能 成 功 的 原因 ,因而 同时 了 解 了 失 下 的 必然 性 ,我 们 的 求 
知 本 能 才能 得 到 满足 . 

在 近代 数学 里 ， 某 一 些 解答 的 或 问题 的 不 可 能 性 的 研究 占用 
突出 的 地 位 ， 而 且 对 于 这 种 的 问题 的 努力 往往 引 到 新 的 和 富有 成 
果 的 研究 领域 的 发 现 ,我 们 只 需要 回忆 下 述 的 事实 : 阿 贝尔 (Abd) 
的 不 可 能 用 方 根 解 五 次 方程 的 汪 明 , 平 行 公理 的 证 明 的 不 可 能 性 ， 
埃 尔 米 特 【Hesmite) 和 林 德 曼 《Lindemann) 的 和 7 这 两 个 数 
不 可 能 用 代数 方法 作出 的 定理 的 证 明 ， 

这 个 原则 ， 我 们 应 该 随时 都 讨论 证 明 的 可 能 性 的 原理 的 这 个 
原则 ,也 和 证 明 方 法 的 “ 纯 入 往 "的 要 求 有 极 密切 的 联系 ,而 这 要 求 
是 被 好 凡 位 数学 家 所 强调 唤起 注意 的 。 这 要 求实 际 正 是 我 们 这 里 
所 壕 鼻 的 原则 的 主观 说 法 . 事实 上 ,我 们 所 作 的 几何 研究 ,是 要 一 
般 地 导 求 说 明 ,一 个 初等 几何 真理 的 证 明 究 寓 需 要 什么 公理 、 假 设 
或 者 辅助 的 工具 ;至 于 ,从 所 采取 的 观点 看 来 ， 究竟 什 么 证 明 方 法 
较为 优越 ,就 要 留待 个 别 的 判断 了 . 


12 关于 其 它 用 走 斥 和 迁 线 器 的 几何 作 帮 问题， 参看 M. Feldbjum。“ 尖 于 初等 几 
何 作 图 ”3 就 职 论文 ，Gattingin，1899. 
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附录 1 直线 作为 两 点 间 
的 最 短 距 离 ” 


《转载 自 Math。Ann., 并 465》 
《给 P， 训 来 困 《F. Klein》 先 生 的 一 封 信 ) 


如 果 将 点 、 直 线 和 平面 取 作 元 素 ， 则 下 面 的 公理 能 够 作为 一 
种 几何 学 的 基础 : 

1. 说 明 元 素 闻 相互 结合 的 公理 ,简单 节 拖 述 如 下 : 

任 总 两 点 4 和 四 恒定 一 直线 ge.-- -任意 不 共 线 三 点 A,B,C 
怪 定 一 平面 2. 一 一 如果 一 直线 上 两 点 对 ,B 在 一 平面 上 上 ， 则 
直线 6 将 会 部 位 于 平面 和 上， 如 果 两 个 平面 wy， 及 有 一 公共 
点 4， 则 它们 至 少 还 有 另 一 公共 喜 B. 每 一 直线 上 至 少 有 两 
志 ， 痊 一 平面 上 至 少 有 三 个 不 共 线 点 ,空间 至 少 有 四 个 不 共 面 点 。 

?. 硕 序 公理 即 说 明 燥 以 引 人 章 线 上 上 线 月 的 摇 念 和 点 序列 要 
念 的 公理 ; 这 些 公理 首先 由 M. 帕 士 CM，Pasch)? 所 引入 并 系 
统 地 开 以 研究 。 它 们 可 基本 人 归纳 如 下 : 

直线 上 两 点 4， 有 之 间 恒 至 少 有 这 直线 上 的 一 个 第 三 志 
.一 一 一 直线 上 三 可 中 恒 有 一 个 且 仅 有 一 个 点 在 另 两 个 点 之 
同 。 -如果 4 理 在 一 直线 上 上 ， 则 在 同 -一 直线 4a 上 性 有 一 点 
人 使 五 在 4 和 蕊 之 间 。 一 一 直线 上 性 意 轨 总 村 A， A 可 


1) 关于 这 个 问题 更 一 般 的 说 明 , 二 大 着 L300 年 在 巴 笋 国际 数学 会 议 上 我 的 报告 
“= 妆 学 向 题 "CMathematische Probleme), 风 G6ttinger Nachr. 1900, Na. 4, 以 
及 台 . Hamel 1901 年 在 哥 秋 根 的 就 泉 论 文 报告 和 他 的 文章 “党 蔷 痕 为 最 乒 的 几何 
举 ? 《fber die Geometrien, in denen die Geraden die Kirzesten sind),， 邮 
Math. Ann.， 若 57,1903, 

2) 矢 看 M, 帆 士 * 新 几何 学 讲 袜 * (Vorlesungen ber peuere eomaetrie, 
Teubner, 1B82). 


"07 * 


以 这 样 排列 , 即 当 下 标 天 小 于 六 而 站 大于 了 时 , 则 A 将 落 于 A 
和 4 世间。 一 -在 一 平面 tC 上 每 一 直线 #8 将 这 平西 上 的 点 分 成 
两 个 区 域 ， 且 具有 下 面 的 性 质 : 一 个 区 域 中 性 意 点 人 和男 一 个 区 
域 中 性 意 点 A 决定 线段 4A ， 在 线段 44 内 有 直线 4a 上 的 点 ; 
另 一 方面 ，、 同 一 区 城中 任意 两 点 A,B 所 记 定 的 线段 不 含有 直线 
4 上 任何 一 点 ， 

3. 过 续 公 理 ” 这 个 公理 我 以 下 述 形 式 答 夫 ， 

如 村 如是 直线 在 上 的 无 穷 点 列 ; 而 玉 有 是 日 上 另 一 
点 ;使 得 当下 标 疡 小 于 工时 ， 吉 有 6; 落 存 A 和 加 之 间 , 则 在 训 点 世 
县 让 下 述 性 质 : 无穷 点 列 全， A3，A4，' 的 所 有 点 将 落 在 4 和 
CC 之 间 。 当 C' 是 另 一 点 时 , 则 有 同样 论断 , 即 C 将 落 于 4 和 
之 间 . . : 
， 由 这 些 公理 就 可 完全 严格 光 论 证 满 和 点 列 的 理论 。 利 用 类 亿 
于 F. 林 德 饮 《FLindemana)9 所 普 作 过 的 ， 则 我 们 可 得 出 下 
面 的 定理 : 

对 于 空间 内 每 个 点 ， 总 有 三 个 有 限 实 匆 +，y，x 和 它 相 对 
应 ， 而 且 对 于 每 个 平面 就 有 三 个 这 样 的 实数 间 的 线性 关系 和 它 相 
对 应 使 得 满足 线性 关系 的 x，y, pj 所 对 应 的 全 部 点 都 在 这 个 华 面 
上 ; 反 过 来 ,这 个 平面 上 的 点 所 对 应 的 三 个 数 *,ys 部 将 适合 这 
个 线性 关系 。 再 者 如 果 将 x,y, x 理解 为 通常 镶 几 里 得 空间 中 
点 的 直角 举 标 ， 幅 原 空间 的 点 就 对 应 着 欧 几 里 得 空间 里 其 个 无 处 
是 问 的 体 的 内 部 的 点 ;有 反 过 来 ,无 处 是 目的 体 的 内 部 芹 有 点 将 对 应 
着 原 空 间 的 点 ， 这 禅 一 来 ， 原 空间 映射 到 欧 几 里 桂 空 间 中 无 处 是 
四 的 体 的 内 部 。 

无 处 是 中 的 体系 指 具 有 下 这 性 质 的 一 个 体 : 假如 在 其 内 部 两 
点 用 一 直线 相左 ， 则 下 直线 介 于 这 两 点 的 部 分 将 整个 位 于 这 个 体 
的 内 部 ， 


1) 参看 克 来 伯 士 -条 德 曼 (Clebsch-Lindemann》 < 几何 学 讲义 s 《Votlesun- 
gen iber Genometrie), 第 2 着 第 1 分 册 433 页 以 后 . 
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请 您 注意 这 里 所 研究 的 无 处 是 四 的 体 在 .闵可夫 斯 基 (H。 
Minkowski)? 的 数论 研究 中 起 着 很 大 的 作用 ， 同时 也 请 注意 于 
闵可夫 斯 基 曾 给 它 一 个 简明 的 解析 定义 . 

反 过 来 说 ,如 果 在 爽 几 里 得 空间 给 出 任意 一 个 无 处 是 凹 的 体 ， 
则 它 将 确定 一 种 几何 学 《下 面 浆 为 广义 几何 学 )， 在 这 种 几何 里 ， 
适合 开始 所 提 的 全 部 公理 。 泡 处 是 目的 体内 的 每 一 个 点 与 广义 几 
何 掌中 的 一 个 点 相对 应 。 在 体 的 内 部 所 作 欧 几 里 得 空间 的 每 条 直 
线 和 每 个 平面 将 分 别 对 应 车 这 种 广义 几何 学 的 直线 和 平面 ， 而 在 
体 的 边界 或 外 部 的 欧 几 里 得 空间 的 点 以 及 全 部 位 于 欧 几 里 得 空间 
外 部 的 直线 和 平邮 将 不 与 这 种 广义 几何 中 的 任何 元 素 相 对 应 ， 

这 样 ， 从 上 面 所 建立 广义 几何 中 的 点 到 欧 几 里 得 空间 中 无 处 
是 叫 的 体 的 内 部 的 点 所 建立 冉 射 的 定理 ， 滴 明 广 义 几 何 元 素 中 的 
一 个 性 质 ， 即 这 种 广义 几何 从 内 容 说 完全 等 价 于 开始 所 给 的 全 部 
公理 。 

现在 我 们 来 确定 广义 几何 中 长 上 的 轨 念 。 为 达到 这 个 目 的 ， 
将 原 空 间 中 两 点 4 和 38 所 对 应 的 欧 几 里 得 空间 两 点 仍 用 祖 同 的 字 
组 4 和 8B 来 表示 ， 然后 将 欧 几 里 得 空间 中 直线 48， 沿 点 4 和 点 
B 向 外 延长 与 无 处 是 四 的 体 的 边界 分 别 交 于 久 和 了 。 欧 几时 得 空 
闻 中 任意 两 点 了 各 的 欧 几 里 得 距离 一 般 用 PS 表示 , 于 是 实 
数值 . 


4 . 28 
YB XA 
称 为 广 凡 几何 中 线 庙 4B 的 头 度 ， 因 为 


YA 区 8 >1 


| XA 


AB 一 lg 寺 


所 以 长 度 恒 为 正 数 ， 
利用 4 的 表示 式 容易 列举 出 长 度 概 念 的 性 质 ， 但 为 了 这 寺 


1 参看 * 数 的 几何 ?> (Geometrie der Zahlen, Teubner, i896 和 19109). 
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信 不 使 您 过 于 症 佛 ,我 将 这 些 路 去 ， 

， 在 所 给 48 的 公式 中 ， 同 时 说 明 这 个 景 是 如 何 依赖 于 无 处 是 
加 的 体 的 形状 。 令 4 和 至 在 体内 固定 ,而 仅 将 体 的 边界 变动 ,使 得 
边界 点 下 和 YY 分 别 向 4 和 也 运动 ,显然 两 个 商 

YA4 XB 
Yh XA4 
中 的 每 一 个 都 将 增 大 ,因此 48 之 值 也 将 增 大 ， 
现在 给 定 无 处 是 四 的 体内 的 三 角形 4BC《 附 图 1)。 此 三 角 
| 形 所 在 的 平面 = 制 这 个 
- 体 成 一 无 处 是 册 的 财 形 

线 。 其 次 将 三 角形 的 三 
这 有 AB 有 4C, BC 中 的 
每 条 边 众 两 端点 向 外 延 
长 和 孵 形 线 的 边界 相 
交 。 令 交点 分 别 是 志和 
了 ,VU 和 V,T 和 2, 作 
直线 UZ 及 TV 且 延 
风 册 1 长 它们 相交 于 不。 此 二 

直线 和 直线 XY 的 交点 
分 别 用 XX 和 Y’ 来 表示 .现在 考虑 以 三 角形 UWT 懂 替 平面 
“上 的 无 处 是 凸 的 锋 形 线 。 容 易 看 出 ,这 种 由 三 角形 VWT 所 定 


的 平面 几何 中 长 度 4C 和 BC 将 与 原 几 何 中 所 定 的 长 度 完全 一 
样 ， 而 边 48 将 增 大 . 设 边 48 的 新 长 度 用 不 同 于 原 长 度 人 
的 入 来 表示 ;于 是 A >> AB*. 


? 同 丕 可 得 


YAa_ ,AB , TAYA 
了 
医生 < 站 了， 将 此 二 不 等 式 相 冬 > 即 得 证 一 评 者 广 . 
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由 是 三 角形 4BC 各 边 之 闻 , 存 在 一 个 简单 关系 
AB ~ AC+ Be 
为 了 证 明 ,联结 W 和 CC 并 延长 之 与 4B 相交 于 D， 由 于 两 个 点 列 
X',4,DsY" 和 DC 具有 透视 放置 ， 则 由 周知 的 交 比 定理 
得 : 


YA XD _ VA UC 
YD XA Ve UA 
驻 册 于 了 两 个 点 列 了 ,B,D,X 和 T,B8,C,Z 具 和 得 视 位 置 , 故 得 
XB YD _ 28 TC 
XD YB ZC TB 
将 此 两 等 式 相 乘 即 得 
YA XB F4 UC 28 TC 
YB XX'A VO UA ZC TB 
这 个 等 式 陆 可 证 明 上 面 的 论断 ， 

从 上 面 的 研究 您 可 看 出 : 仪 仅 在 此 信 开 始 所 列举 的 公理 的 基 
础 上 ， 利 用 已 给 的 长 度 定 义 及 其 简单 性 质 ， 下 述 的 一 般 定 理 一 定 
成 立 。 

在 每 个 三 衣 形 中 西边 之 和 大 于 或 等 于 第 三 边 。 

局 时 显 见 相等 的 情况 恰 于 三 角形 486 所 在 平面 = 与 这 无 处 
是 凹 的 体 的 边界 交 威 两 个 直线 代 U2 和 TV 时 方 能 鲁 现 ， 至 于 
上 面 所 撮 的 条 件 不 借助 于 无 处 是 凹 的 体 岂 可 以 表示 岂 来 。 如 果 在 
原 几 何 中 给 出 基 一 平面 a 上 的 两 条 直线 。 和 上 并 且 它 们 交 于 基点 
C, 那么 ,一般 说 来 ,平面 4 分 成 以 5 为 顶点 的 四 个 平面 衣 形 区 域 ， 
在 每 个 区 堪 中 可 能 存在 与 两 直线 a 和 5 无 一 相交 的 直线 .特别 地 ， 
如 时 两 个 相对 的 平面 角形 区 域 里 不 存在 这 痒 的 直线 ， 那 么 前 述 间 
题 的 情况 就 可 以 出 现 ,也 就 是 : 剧 序 在 着 三 角形 , 它 的 两 边 和 鞋 于 
荣 三 迪 。 在 这 种 情况 下 ， 在 两 点 4 和 下 之 间 用 了 两 条 直线 侦 所 作 的 
路 径 的 总 长 度 等 于 由 4 直接 到 8 的 距离 是 可 人 能 的 ,办 此 不 难 证 明 : 
在 利用 相同 性 质 {《 方 法 ?联结 两 点 4 和 加 区 路 径 的 所 有 路 径 中 ， 吉 
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有 全 长 较 其 他 路 径 全 长 为 大 的 路 径 、 对 于 进一步 研究 较 短路 径 的 
问题 是 容易 作 到 的 。 当 无 处 是 是 的 体 的 边界 取 作 四 面体 的 情况 时 
将 是 特别 有 趣 的 . 

最 后 我 请 您 注意 下 面 的 事实 ， 在 以 前 所 展开 的 讨论 中 ， 常 候 
设 无 处 是 名 的 体位 于 欧 几 里 得 空间 的 有 限 部 分 ， 假 如 在 开始 所 给 
的 公理 所 建立 的 几何 中 存在 一 直线 和 一 点 且 经 过 这 点 区 能 作 一 条 
平行 线 的 性 质 , 则 上 述 假定 即 不 能 成 立 .容易 看 出 ， 我 的 论断 必须 
予以 修改 ， 


甘于 这 个 附录 所 提问 题 的 近代 痪 展 可 以 参看 下 列 蓝 作 : 

1. 昌 . 布 起 受 【下 Busemann)，x 短 程 线 几何 {Geometry of Geodesicy 
935). 

2 H. 市 奖 肯 sz 问 出 IVY， 条 各 略 空 间 > (Problem [VYV, Desarguesian Spaces, 
Math. Development 点 Tieing from Hilbsrt problems., Proceedings of Sym- 
Posis tn Pure Math. Vol. 28, 1976), 

也 工 , 起 , 鲁 斯 帖 尔 尼克 (LA. Lysternik),， 4 好 旺 线 ; 变 分 问题 > (The Bbo- 
Tieat Lines, Variational Problems, 1976, 1983 2nd. Printing, Mir Pub 二 
二 

4 点 ，Y. 普 阁 黄 闪 去 〔 VV，Pogorelov}，g 项 尔 伯 特 第 四 向 题 * CHilbert 
Fourth Problem, 1979, john Wiley and Sons, N, Y,)-—— 译 者 注 , 
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附录 1 等 腰 三 角形 底 角 相 等 
的 定理 


这 乱 附 录 是 我 的 论文 “等 厅 三 角形 订 角 相等 的 定理 ” 《tjber 
den Satz von der Gleichheit der Basiswinke!l im gleichschenk- 
ligen Drcieck)? 的 修正 稿 , 它 说 明 这 个 定理 在 平 证 欧 几 里 得 几何 
中 的 作用 。 

这 里 假设 下 面 的 公理 

I 平面 关联 公理 , 即 公理 11.，(1 一 2 页 ); 

世上 顺序 公理 4 3 页 》; 

HI 下 述 的 合同 公理 ; 

来 改变 形式 的 公理 II (9 一 11 页 )， 较 狭 形 式 的 三 角形 合 
间 公 理 Im， 邯 只 需要 具有 相同 马 向 的 三 角形 的 情况 . 在 55 页 ， 
依 平 而 几何 中 三 第 形 的 周 向 的 规定 系 在 它们 间 根 据 * 右 ”和 * 去 来 
区 分 。 从 一 直线 的 右 侧 和 左 侧 的 定义 ， 立即 说 明 任何 第 可 以 用 只 
一 的 方法 来 确定 它 的 一 条 过 作为 右 例 边 ， 另 一 边 册 为 左 全 过， 亦 
即 : 按照 位 置 与 方向 ， 角 的 右 侧 边 系 指 位 于 角 的 另 一 这 所 在 直线 
的 右 钙 ， 第 之 左 侧 边 系 指 位 于 和 角 的 另 一 过 所 在 直 钱 的 左 合 。 两 角 
的 右 仙 这 称 为 关于 这 两 个 角 其 有 相册 位 置 ， 关 于 两 角 的 左 侧 边 也 
基 同 祥 的 ， 

三 角形 合同 公理 的 较 效 形式 可 叙述 如 下 : 

JI， 如果 在 两 个 三 角形 4BCG 和 4'BC' 中 ,合同 式 

AB 4B, AC= A4C 及 这 BAC 三 立 B'A'C 成 立 ， 则 
会 同 式 

"ABC = AB'O' 
17 Prorcecdings of the London Math. Soc, Vol. XXXV. ( 原 交 和 总 半 第 7 


版 以 前 的 < 几何 基础 > 其 内 作为 附 票 I， 从 第 7 版 相 由 送 尔 伯 特 本 人 直行 玖 号 ,去 坪 原 
发 表 梨 志 的 和 名称, 直到 第 2 版 未 曾 变 动 一 -- 阐 省 产 ,) 
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也 成 主 , 假 如 AB 及 AB" 分 别 是 两 前 这 BAC 总 这 BA'C' 只 
有 相同 住 置 的 过， 

从 较 广 形式 的 公理 11 及 公理 ID 的 第 二 部 分 可 立即 得 出 
“ 底 利 定理 尺 定理 11,12 页 )。 反 过 来 , 较 广 形式 的 公理 II 可 以 
借用 上 面 所 担 到 的 公理 T, 和 IT, TI， 谋 角 定理 和 下 面 的 两 公 
理 来 证 明 ; 

JI 如 果 前 ( 玉 ,证 ) 和 前 祥 (2" ,RR ) 志 合 同 于 角 祥 (h， 
， 则 前 空 (下 下 ) 也 合同 于 角 之 (2 ,让 )， 

这 个 公理 的 陈述 异 且 于 较 广 形 式 的 公理 TIL, 在 17 页 上 秆 为 
定理 19 已 经 证 明 . 

Jl。 自 角 空 (8) 的 顶点 引 二 射线 56 和 dd 均 位 于 这 个 前 的 
内 部 , 列 角 空 Ca8)》 将 不 合同 于 六 (ec, 人 ). 

民用 上 述 公 理 忆 及 底 角 定理 ， 关 于 公理 I 的 证 明 这 里 从 
格 "， 

IV。 平行 公理 这 里 可 采取 较 居 形式 IV(24 页 )。 

Y， 下 面 的 连续 公理 :; 

Vi 阿 基 米 德 公 理 VV.(25 页 )。 

《F:， 此 处 不 用 完备 人 性 公理 TV,.》 

8 。、【 邻 碾 公 理 ) 已 起 任意 线段 4 有 8， 则 看 在 一 个 三 角形 ， 于 其 
内 部 不 可 能 找 出 一 级 般 与 4B 合同 ， 

这 个 公理 可 用 较 广 形式 的 三 角形 合同 公理 11 来 证 明 。 这 个 
证 骨 建 立 在 从 定理 11 及 定理 23 所 导出 的 定理 “三 角形 两 边 之 和 
大 于 第 三 边 " 之 上 . 

-下面 的 结果 是 正确 的 ,其 证 明 从 覆 ?。 


1) 这 个 证 明 原 来 是 由 次 ， 碍 页 尔 CW.。 Zabel》 利 骨 一 个 较 广泛 的 公理 来 绍 出 
的 . 现在 用 公理 1[I， 来 代替 是 况 的 .. 这 个 注 记 录 由 了 P。 风 尔 耐 斯 所 答 出 徇 ， 参 看 
213 页 的 脚 广 . 

25 这 个 证 朋 是 由 A， 斯 米 特 [起 rnold Schmidt) 在 他 的 文章 < 从 平面 知 动 守 人 
反射 >《Die Herleitung der Spiegelung aus der ebenen Bewegung, Math: 
Ann,，Ba，109, 1934) 抬 出 的 . 参看 定 理 9(K561 页 一 563 页) 以 及 第 组 结尾 的 分 奖 。 
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从 前 面 斯 引入 前 公理 I 一 V 可 以 汪 明 六 第 定理 [定理 117， 医 
之 也 可 以 证 明 较 广 形式 前 三 角形 的 合同 公理 。 
于 是 就 出 现下 面 的 问题 ， 从 较 狂 形式 的 三 角形 的 合同 公理 不 
用 连续 公理 Pi 和 WV 是 否 了 电能 证 明 磅 广 形式 的 三 角形 的 合同 公 
理 、 下 面 鸭 研究 将 指出 阿 基 米 德 公 再不 能 去 排 ， 自 至 在 比 词 论 的 
定理 成 主 下 ,分 域 公 理 也 不 能 去 挤 ， 依 我 看 来 ,在 我 随后 所 建立 的 
种 种 儿 何 学 里 将 闻 明 新 的 见解 ， 就 是 关于 等 晒 三 角形 的 定理 和 平 
曾 几 何 的 其 他 初等 定理 ， 竺 中 是 和 面积 论 中 定理 的 逻辑 联系 ， 

.如 果 * 是 参数 ,c 是 性 一 个 具有 有 限 项 或 无 限 项 的 表示 式 ， 


em gl? 二 ott 十 ft 十， 


”其 中 a 《到 从 ,ay04,*'， 表示 任 意 实 数 ,又 5 为 任意 整 有 理 数 


> . 
(0)、 信 就 加 的 表示 式 多 全 体 这 同 ， 符 内 加 以 考 谨 ， 当 


们 适合 下 列 公约 后 即 可 作为 $13 意义 下 的 一 个 复数 系 了 。 也 就 是 
在 数 系 工 里 的 任何 数 想 加、 相 减 、 相 葬 和 相 除 与 在 通常 绝对 收 佛 罕 
级 数 里 一 祥 ， 而 这 个 震级 数 是 按照 变量 1 的 开 守 排列 的 。 所 得 的 
和 ,、 差 、 积 、 商 结果 仍 是 形 恕 的 表示 式 ,因而 仍 是 复数 系 了 中 的 
数 ， 根据 了 了 中心 表示 式 的 首 系数 m <0 或 >0 而 分 别 将 称 为 
<0 或 >0。 已 知 复数 系 了 中 任 交 两 数 a，8， 则 依据 ec 一 <0 
或 >0 而 分 别称 为 & 之 8 或 a 之 8， 据 此 ,显然 可 见 $13 中 的 规 
律 1 一 16 均 成 立 , 然 而 对 数 系 了 作 $13 中 的 第 17 条 阿 基 米 德 公理 
并 不 成 立 ， 这 是 因为 不 管 正 实数 .4 选 的 邵 何 大 ,总 有 At < 1。 故 
复数 系 工 是 非 阿 基 米 德 数 系 。 
如 果 F 是 形 如 


ca 
的 一 个 表示 式 , 其 中 a 0) ,A 2+ 是 任意 实数 ， 朋 指 数 # 是 


+ 的 最 低 次 正夫 , 则 ft 称 为 复 教 系 下 的 一 个 无 限 小 数 。 
任意 形 如 
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pr) ot rtrd 
的 罕 级 数 , 其 中 osc1,c;,"*， 是 任意 实数 且 > 是 数 系 了 的 让 限 小 
数 ， 仍 是 数 系 工 中 的 一 个 数 。 诚然 ， 它 可 以 按照 参 歼 + 的 增 螺 排 
列 ,其 中 每 一 个 系数 可 由 实数 经 过 有 限 次 运算 而 和 担 出 . 
再 者 , 设 w 和 和 有 是 数 系 了 中 任意 两 数 , 则 
吉 十 所 
症 笋 复数 条 了 中 的 一 全 虚数， 共 中 是 谨 单 位 ， 亦 好 产 一 1， 且 
ca 十 褒 一 到 十 站 系 指 sw 一 a 一 
如 果 无 限 小 数 * 的 函数 sinT, cosr， ee 是 由 帘 级 数 来 规 
定 的 ， 则 函数 值 分别 是 数 系 工 中 的 数 或 是 这 系 中 的 碟 获 ， 现 在 设 
8 是 一 个 实数 ， 则 工 中 的 sin {8 十)， cos(98 十 feet 
ei 能 够 用 下 面 的 公式 来 磺 定 ; 
SnftB8 +r}— sindcost cosd sinr 
cos{t9 + rT) = cosdecosr 一 sindsinr 
#3 tr 四 einpgiT 
II+Oti)r on preittr) 
从 这 些 定义 ,我 们 将 得 到 航 知 的 关系 
cost8 十 IT 十 snt8 十 一 工 
cos{8 十 了) 十 fsinf《B 十 了 ) = (ti9+n) 
现在 可 以 借助 复数 系 了 建立 一 种 几何 学 如 下 ;: 
将 数 系 T 了 中 一 对 数 《x，y) 作为 一 点 ， 并 县 了 中 性 以 三 数 比 
(wiviw》 作 为 一 条 直线 ,其 中 wo 不 同时 是 零 。 而且. 令 方 得 
， Wx 二 Vy 二 wD 一 
表示 点 (xy) 在 直线 《xi:o:z) 上 ， 
在 复数 系 午 按照 已 知 的 方法 所 建立 的 平面 儿 何 适 合 $ 13 的 
1 一 16 规律 ,出 如 同 59 所 指出 的 也 必 适 合 公 冯 Ls 和 iY， 
容 包 看 出 ,一 直线 节 可 以 由 它 上 面 的 一 点 《xm，m)》 和 两 个 雹 
不 是 零 的 数 a,8 的 比 来 确定 。 方 程 
+ 十 i 一 各 十 iyy 十 Ce 十 良 )s 《sw 十 诊 到 们 ) 
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其 中 : 如 数 系 工 中 任意 数 , 它 将 孝 示 虑 《zy) 与 已 知 直线 相 结 全 
- 的 特征 ， 设 直线 上 的 点 按 参 数 5 的 大 小 排列 ， 则 从 已 和 如 直线 上 的 
度 《 坟 yyo) 所 引 的 两 条 半 线 将 分 别 由 辅助 条 人 忻 : 汪 0 或 + 之 0 来 
定 。 设 参数 值 s, 和 以 ww)》 对 应 着 一 直线 上 的 两 点 4 和 有, 则 
线段 4B 可 由 这 直线 和 的 方程 和 辅 虹 条件 5 择 * 守 2 来 表示 。 此 时 
公理 区: 成 立 。 为 了 使 公理 IE 也 成 立 , 我 们 给 出 下 面 的 公约 :; 
点 《ma 位 于 两 点 《at 竹 《〔〈*zay) 所 定 直 线 的 一 全 或 另 一 
合 , 系 依 行列 式 
和 一 和 六 一 六 
和 

的 符号 分 别 为 正 或 负 而 定 。 容 易 使 人 确信 ， 对 于 上 面 所 规定 的 关 
于 在 一 直线 侧 的 定义 并 不 做 斥 于 两 虚 《=，y) 和 zy， 六 ) 的 造 
择 , 并 且 它 与 前 面 所 给 关于 侧 的 定义 是 一 致 的 ， 

关于 合同 的 定义 , 取 变 换 

， x 二 十 十 i 
可 以 简单 地 容 成 下 多 形式 
“++iy — [9;r;4+ ip](xr + iy) 

其 中 8 是 任意 实数 ,T 是 数 系 了 中 任意 无 限 小 数 , 叉 2, 表示 数 
系 了 中 和 任意 两 数 。 这 个 形式 的 变换 吗 做 合同 映射 ，1;A 均 是 零 的 
合同 上 遇 射 叫做 关于 (0 .07 的 一 个 省 转 

这 些 合同 睐 射 的 尝 合 形成 一 娃 ， 亦 即 是 有 下 面 的 四 条 性质 : 

1. 存在 一 -人 合同 隐 间 [0,0; :0] 使 所 有 点 不 动 ， 即 


3 十 {9 十 人 十 人 
~— [9 Brot Th jp + tat, + im)] 
x(xrt iy) 
对 每 个 合同 映射 并 在 它 的 一 个 反 才 : 
[—8,—r; ~ CA in)e Or] {Tg r+ js](s + iy)} 
-ro iy 
"li * 


这 个 性 质 是 性 质 1,2,4,5 的 推论 ， 
合同 映射 这 一 运算 通 例 结合 律 ， 给 定 三 个 合同 里 庄 


来 表示 ， 网 | 
KA(KK) 一 (KK ) KL 
永 记 立 。 
除 此 以 外 ,下 面 青 拱 出 合同 且 射 的 一 些 性 所 
3. 一个 点 还 能 中 射 戌 这 种 几何 的 一 个 点 。 
数 系 工 中 的 一 个 数 偶 *，? 笃 过 含 同 胰 射 仍 卫 射 成 数 系 了 中 
的 一 个 数 侦 了:y 
我 们 容易 推出 下 列 关系 
[9,r;7 oT jig] [r,t iyo + Co BY)s] 
— vit Co + i )s 
其 中 由 于 指数 函数 永 不 为 零 , 自 a 十 访 演 0 总 有 一 ac 十 将 基 0。 
作为 直接 结果 : 两 个 不 同 的 点 仍 鸡 射 成 两 个 不 同 丽 。 
5 从 有 一 个 合同 虹 射 信 已 知 计 线 隐身 记忆 知 射线 如 
如 果 天 的 方程 是 
rz 十 鹿 安 十 i 十 Co 二 is, ec 十 限 关 0 
上 的 方程 是 
# 十 让 一 着 十 和 十 (十 良和 十 了 关 0D0 
将 天 映射 成 坟 的 一 个 合同 肌 庄 [9,7;% 十 inl 首先 要 使 的 
射出 点 zw 十 jiy。 映射 威 妊 的 射出 点 
Wt i erode i) T+ in (1) 
骨 玫 , 对 ;的 上牌 一 个 正 值 ,必须 给 出 :的 一 个 正 值 ,而 使 
zt i 二 Cat i = T9732 i Lx + iys 
+ 《a 二 iBYs] 
因此 有 
(et iY — etitnr(o 十 18)s 2) 
有 反 过 来 ,适合 方程 (1) 和 《2) 的 每 个 合同 餐 射 必 将 声 遇 射 成 ##， 


"ig" 


演 方 程 (2) 甩 天 去 k 饥 式 来 除 即 得 


十 这 84 区 Em 坦 《3 
8 一 入 6 一直 
设 
+B. gi 
eC a 二 详 5 二 
我 们 得 到 


(Emi) H+- 1 
其 中 和 7 都 是 数 系 了 中 的 数 ,它们 均 蚌 参数 1 的 者 级 狼 . 由 比较 
系数 得 短 后 一 方程 没有 参数 # 的 位 加 项 。 而 且 它 们 可 以 写作 
E+E b+ 
其 中 a,5 是 普通 实数 , 目 ,x 表示 了 中 无 限 小 数 , 并 且 具 有 关系 
于 十 六 一 1 4 
2Ca5 十 0) 十 年 和 一 0 
由 方程 (3) 得 
eT 一 上 十 记 
借用 所 给 三 角 函 数 的 定义 可 得 下 述 形式 : 
cos2{8 叶 r= cos280c082r 一 sin29sin2r 下 8 (5) 
sin2(9 7) sin29c0s2r 十 cos28sin2r = 1H 8+ 
在 这 两 等 式 中 当 * 有 相同 的 知 时 , 则 将 系数 看 作 是 相 半 的 ,因此 可 
得 等 式 
cos29 一 dsn28 一 四 
以 方程 至 十 玉 一 1 为 基 磺 ， 实 数 ?8 在 = 的 整 倍 数 范 围 内 唯一 确 
定 。 焰 cos28 一 sysn23 一 训 代 人 方程 (5 得 到 关系 式 
cos2r 一 1 十 人 十 下 入 sin2r 一 gn — bE 
因为 由 方程 组 (4]) 两 式 右 端 的 平方 和 等 于 1, 所 以 无 限 小 数 唯一 
确定 。 从 比较 后 两 方程 中 之 一 的 系数 即 可 计算 。 
9 寻 然 在 的 整 倍数 范围 内 求 确定 ,于 是 因数 enetato= 仅 在 
正 负 两 个 符号 内 确定 。 容 易 看 出 ， 仅 对 两 个 符号 中 之 一 ， 在 方程 
C2) 中 一 个 正和 的 :就 得 出 一 个 正 的 *。 因 此 实数 9 在 2x 的 整 倍 


-il + 


范围 肉 来 确定 。 和 将 9:r 的 一 对 值 代 人 方程 (1) 也 叭 一 确定 中 的 
一 对 数 4 和 mw， 最 后 ， 自 方程 (1) 和 (3)， 及 所 求 出 的 值 ,Thop 
可 以 看 出 与 半 线 产 扩 让 的 于 下 形式 无 关 ， 
成 A i 
如 时 两 点 4 和 在 的 坐标 分 别 是 zy 和 为， 各、， 则 合同 映射 
[wsD;x + #2 Cy + 2.)] 
见 为 所 求 ，。 


和 


“其 次 将 证 明 岗 个 行列 式 
tx PY Ee 和 一 入 
大 一 2 一 一直 一 和 . 
县 有 相同 符号 , 当 且 仅 当 点 《x,y) 和 《好 其 )》 分别 关于 (x,n) 
和 (x9) 以 及 《下 和 (x;y) 所 决定 的 有 向 直线 具有 相同 


位 置 。 其 次 ,所 给 “ 右 " 和 *“ 左 "的 定义 可 以 得 出 点 (xssy3) 和 (zy 


将 分 别 关 于 Cos) 和 《yy2)》 以 及 《zs 和 {x y3) 所 决定 


的 有 向 直线 不 具有 相同 位 置 ( 附 疼 2)}， 事 实 上 ， 所 相应 的 行列 式 


仅 有 符号 之 差 . 这 个 断言 由 下 列 事实 得 


的 ) 
刍 : 即 一 直线 侧 的 定义 借助 于 马 知 行列 
式 的 符号 适合 于 前 面 所 给 出 的 关于 直线 
侧 的 些 质 . 
人 二 家 如 行列 式 
和 
附 图 2 
和 


的 符号 经 过 合同 映射 不 变 ， 则 人 性质 ? 立即 证 明 。 由 于 这 个 行列 式 
仅 与 商 
《xs 十 1ys) 一 【2 十 i 


《za 十 jy2) — (x 十 iy) 


人 


二 


的 同 师 相差 一 个 正 因子 ， 收 直接 看 出 这 个 商 在 合同 映射 下 不 变 。 

现在 已 知 : 一 个 线段 与 田 一 个 线段 合同 ， 当 而 且 仅 当 存在 一 
个 合 间 映射 使 第 一 个 映射 成 第 二 个 ,又 一 个 角 与 田 一 个 角 合 同 , 当 
而 且 仅 当 存 在 一 个 合同 映射 使 第 一 个 时 而 成 第 二 个 。 

下 面 将 有 要 证 明 : 

着 所 假 没 的 合同 也 射 县 有 性 质 1 一 7， 则 上 而 关 于 线 尺 与 角 的 
合同 定义 ， 满 足 公理 HL, 。. 

公理 HL 是 性 质 5 的 直接 推论 . 

公理 I 的 正 角 性 可 用 下 列 方式 来 证 明 :” 设 合同 鼎 射 K 和 
KK; 将 线 玻 4 和 A"B” 分 别 喘 射 成 4B， 自 性 质 1,2,4,5 推 
出 合 现 上 映射 KK， 存在 一 个 逆 合 同 鼎 射 上 Kz?1， 出 性质 2 存在 合同 映 
射 Ki! 下 , 使 线段 4A'8 映射 成 4B", 

公理 HL 的 正确 性 可 用 类 似 的 方法 膝 证 明 。 

现在 将 要 证 明 : 如 果 线 段 48 与 线 暴 4'8“ 合同 , 则 合同 映 
射 久 将 使 半 线 48 映射 成 半 线 48' 且 使 8 映射 成 B'， 设 线段 
4 和 4B 的 合同 由 合同 映射 K, 所 建立 。 在 尖 将 4 映射 成 从 
的 情况 下 , 则 由 狂 质 4 合同 马 射 乓 Er 将 半 线 48' 映射 到 它 自 
身 ， 再 由 性 和 质 1 和 5 可 知 它 必 基 恒 和 启 肌 射 。 但 在 KK, 将 4 映射 成 
3 ”的 情况 下 ,由 人 性质 56, 存在 映射 玉 使 4 贞 射 鹿 了 ,8B 映射 成 4 
合同 映射 KCKK71) 将 使 半 线 4 8 映射 到 它 自身 , 只 而 是 恒 同 
映射 . 

从 这 里 所 证 的 结果 以 及 性 质 4 和 5 立即 推出 公理 ID 的 正确 
性 ， 并且 从 这 些 结果 以 及 人 性质 4,5 和 7 也 立即 可 以 推出 公理 [J 
的 正确 性 ， 

最 后 , 公理 I 的 正 
确 性 可 作 如 下 证 明 : 如 果 5 
给 量 一 个 能 之 (a, 6) 及 -一 
一 半 线 <， 则 由 性 质 5 恰 
存在 合同 映射 KK 及 KK, 分 
别 使 “ 映射 成 =，2 映射 附 图 3 
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成 <。 考虑 合同 映射 Ki', 由 性 质 4 可 以 夏 出 六 将 六 蜗 射 成 与 < 
不 同 的 半 线 5, 辣 霸 KK, 将 半 线 映射 成 与 + 不同 的 半 线 a 合 司 
这 射 KKT :将 使 = 横 射 成 < ，&' 映射 成 <。 由 往 质 7?，a 和 和 如 将 
位 于 * 的 异 侧 ， 于 是 公理 HU 的 第 一 部 分 得 了 以 证 明 。 第 二 部 分 则 
是 性 质 1 的 直接 推论 . 
从 下 面 移 莹 虚 ， 公 理 II 的 正确 性 是 显然 的 。 从 Ot0,0) 点 
所 射 贡 的 半 线 可 以 由 形 如 
riy = ot, sO 
的 方程 来 表示 , 且 它 可 由 正 x 办 旋 转 [3，r，01 而 得 到 ， 自 心 向 
上 半 平 面 所 射出 的 两 半 线 中 ， 我 们 可 以 看 出 ， 有 其 有 较 小 和 和 8 十 
《inod2r) 的 一 条 半 线 将 位 于 另 一 条 半 线 及 正 * 轴 之 间 。 
如 果 一 个 角 的 右 侧 边 与 正 * 轴 重 合 ， 其 左 侧 边 的 方程 是 
Xi etry, si 0 
在 此 角 的 内 部 , 自 CO 作 半 线 训 ， 于 是 恰好 存在 一 个 合 间 映 莫 使 
映射 成 总 ， 此 即 一 个 旋转 [pm30]， 它 将 下 瞻 射 成 半 线 万 : 它 的 
方程 是 


+ 十 iy a eid tt :0 
因为 
名 十 名 十 十 吉庆 分 十 mod2x 
入 将 不 在 六 (5 天) 的 内 部 ， 

邻 域 公理 VY， 的 正确 性 可 用 下 列 方式 证 明 。 利 用 第 二 合同 定 
理 及 公理 IV 容易 证 明 ， 对 三 角形 肉 部 的 每 一 个 线 既 可 以 找到 自 
一 个 顶点 射出 的 一 个 合同 线段 ， 它 或 者 在 三 角形 的 一 边 上 或 者 在 
其 肉 部。 

自 公理 HI,， 对 一 已 知 线段 48 恰 存 在 一 个 自 0 射出 的 一 个 
线段 8 ， 它 县 有 正 上 轴 的 方向 , 且 与 48 合同 。 令 8’ 的 可 坐 
标 中 表示 线 股 48 的 长 度 , 即 

4 一 日 


今 考虑 以 OC0,0)， c(£,0), D{， 4V3| 为 顶点 的 三 


+ a + 


第 形 ， 它 必 是 等 边 三 角形 5 且 其 内 角 相 等 ,这 可 以 由 合同 映 射 | 到， 
0; 上 | 将 0 映 对 成 C， C 映射 咸 D， DD 映射 咸 O 来 证 明 ， 自 口 射 


出 自由 端点 为 了 的 一 个 线段 ， 它 位 于 字 COD 的 一 边 上 或 其 内 部 
且 与 48 合同 ,此 点 可 用 


58,ri0]5， 99 十 ?+ 生 地 
来 表示 。 然 而 ， 内 此 形式 所 表示 的 所 有 点 将 位 于 不 潞 0 点 的 直线 


C 的 一 和 负 ， 这 可 将 0 及 FF 的 坐标 代入 117 页 CD 记 表 示 的 行 询 
式 


看 出 。 这 样 就 证 明了 在 三 角形 QCD 中 不 存在 与 48 合同 的 线 
段 ， 

这 些 可 归纳 于 下 ; 

和 前 面 所 给 人 


再 者 ,下 面 定理 成 立 : 
每 个 角 能 各 平分 , 旦 直角 存在 ， 
证 阴 自 口舌 出 的 每 个 稻 , 能 够 平分 便 足够 了 。 设 [3,0;0] 为 


使 角 的 右边 映射 到 左边 的 度 转 ， 流 转 | 号 ， 荆 ; 0| 将 使 角 的 右 
边 映 射 到 它 的 角 平 分 线 上 ， 
考虑 话 转 | 三 ,030] , 即 可 得 知 直角 的 存在 。 现 在 我 们 用 下 列 


方法 引出 关于 直线 = 的 反射 的 概念 ， 自 任 一 点 4 到 任 一 直线 a 作 
垂 线 ( 附 图 4 为 王 足 是 8, 且 延长 铬 点 款 使 线 段 B84 合同 于 4B， 
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则 点 4 称 为 点 4 的 象 点 。 首 先 将 举 标 为 <“ 盖 0;8 盖 0 的 点 4 关 
于 正 x 轴 作 反射。 设 半 线 OA 和 正 
+ 轴 间 的 第 之 408 等 于 9 十 
再 者 位 于 * 畏 上 的 一 点 z 一 > 经 旋 
转 前 为 8 十 + 的 证 转 联 射 到 4。 册 
月 


eisttltiiry == 十 Bs 
点 妇 关 于 * 畏 的 反射 点 4 的 坐标 
是 zz, 一 8， 车 旋转 8 十 +z, 将 点 考 
附 图 4 观 射 到 一 点 ,以 复数 表示 为 
etathr(e — 8) 一 + 大 (x 一 jh) 一 Ea 二 人 


即 此 点 位 于 正 * 轴 上 ， 因 此 篇 奖池 DB 等 于 3 十 r， 也 就 是 等 
于 角 祥 4O8。， 这 个 结果 可 叙述 如 下 : 

如 时 在 两 个 有 对 称 位 置 的 直角 三 前 形 中 两 条 直角 边 对 应 相 
等 , 则 它们 所 对 针 边 上 的 一 对 对 应 角 亦 必 相 等。 

同时 我 们 得 到 更 兽 遍 的 定 虱 : 

在 一 个 图 形 的 反射 图 形 中 的 角 和 原 图 形 的 对 应 角 相 等 . 

在 所 给 的 几何 里 ， 规 定 直线 用 一 次 方程 来 表示 则 不 难 时 出 比 
例 论 的 基本 定理 (定理 42) 和 巴 斯 哮 定 理 《 定 理 40)。 自 此 得 出 : 

在 所 给 的 几何 里 ,比例 论 是 正确 的 ,并 且 仿 射 几 何 中 的 所 有 定 
理 也 郝 正 确 ( 参 看 $ 35). 

由 于 公理 1 的 正确 性 ， 能 够 证 明 所 给 几何 中 的 第 可 以 用 唯 
一 的 万 法 按照 其 数值 来 比较 . 

利用 这 个 结 凡 ,能 够 汪 明 三 角形 的 煌 角 定 理 (定理 22), 这 是 
因为 在 所 给 的 几何 里 ,对 顶 角 永远 相等 ，21 一 22 项 的 证 有 明 可 议 移 
放 到 六 里 。 从 这 个 结 昌 ， 在 我 们 的 几何 时 ， 苦 角 之 和 可 以 唯一 规 “ 
定 , 借 公理 IV， 我 们 即 得 关于 三 角形 的 角 和 定理 (定理 31)。 

现在 我 们 将 接近 于 基本 问题 : 即 在 给 定 的 几何 虹 ，. 等 腰 三 角 
形 诬 郁 相 等 的 定理 能 否 成 立定 理 11 )， 

134+ 


从 这 个 定理 以 及 外 角 定 惠 可 得 关于 底 角 定理 的 送 命 荐 的 一 个 
疗 接 证 革 , 并 借助 于 所 熟知 的 欧 几 里 得 定 班 ， 在 每 个 三 角形 中 ,两 
过 之 和 大 于 第 三 溉 。 然 而 在 所 给 的 几何 
中 这 两 个 定 草 均 不 成 立 ， 因 曾 同 时 将 证 
朋 底 角 定 理 是 不 成 立 的 . 

考虑 三 角形 O98PC 附 图 5), 其 顶点 
具有 举 标 0,0; cost,0; cos#, 一 sin1， 分 


别 和 用 合同 映射 [0， #3 01 和 | 于，0 隐 图 5 


一 cosf 。 < | 可 得 线段 OP 与 0P 的 长 度 ( 参 看 123 页 )。 
吕 互 一 6 一 1 十 ;十 二 


a 
Po— sinz 一 上 + et 


一 一 F 
50 = cosr—1 一 二 十 


从 数 系 了 中 顺序 的 定义 可 以 看 出 
O00 + QF < oF 
不成立 。 人 

从 这 里 看 出 这 个 定理 基本 地 依 精 于 广义 的 三 角形 合同 公理 。 

利用 这 个 结果 同时 得 出 : 

症 所 络 的 几何 里 ,关于 葡 膛 三 角形 的 定理 不 上 成立 , 辕 之 广义 的 
三 角形 合同 公理 也 就 不 能 成 业 ， 

问 时 关于 等 厦 三 角形 底 角 定 通 的 道 命题 也 不 成 立 ， 这 可 由 三 
角形 OPR〔 附 图 5) 的 例子 直接 得 出 。 三 角形 OPR 的 顶点 玉 
是 点 了 关于 直线 O8 的 反射 巢 ， 即 点 尼 具 有 学 标 cosrysint 那 
么 由 前 向 所 证 朋 的 定 带 《124 页 )， 

YOPR= YORP 
尽管 如 此 , 边 OP 和 OR 却 不 能 所 相合 同 。 经 过 旋转 [0， 一 :; 
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6]， 线 段 OR 的 长 度 由 计算 得 


内 此 我 们 看 由: 有 具有 对 称 位 置 和 一 公共 直角 边 的 两 个 直角 三 
角形 ,一 般 说 来 ,其 作 边 是 不 同 的 。 因 站 ,关于 直线 的 反射 来 说 ,一 
级 段 的 象 并 不 必 捅 等 于 原 图 形 上 的 原 线 段 ， 

正如 到 罗 窒 曼 ? (W，Rosemann》 曾 经 证 明 过 的 : 在 所 给 
的 几何 里 ,基于 合同 三 角形 的 第 三 个 定理 (定理 18) 甚 至 对 具有 想 
同位 置 的 三 角形 在 葡 义 形式 下 也 不 能 成 立 ， 为 了 证 明 这 个 结论 ， 
首先 取 点 A=0,8 一 1,C 一 tc 全 所 

形成 的 等 边 三 骨 形 ,其 次 考 虚 蕊 ( 附 图 


6) 
和 
D 一 本 一 
各 启 。” 因为 合同 嫩 射 [0,z 纪 将 点 了 映射 到 
附 图 6 自身 ， 而 将 点 才 映 射 到 点 8B， 这 就 奢 


出 了 AD 一 BD， 并 能 确认 点 4 和 B 
在 直线 CD 的 同人 出 。 由 此 首先 得 出 三 角形 4CD 和 至 CD， 对 应 
边 均 相等 , 妃 占 有 有 相同 位 置 ,其 次 它们 的 对 应 第 则 均 不 能 相等 ， 

下 面 将 讨论 我 们 几何 中 多 边 形 面积 的 欧 几 里 得 理论 。 这 个 理 
论 建 立 在 $20 三 角形 面积 的 度量 概念 上 、 三 角形 面积 的 度量 等 于 
底 和 高 的 移 积 之 半 ， 而 不 依赖 于 它 所 采用 三 角形 的 哪 一 个 边 作为 
底 边 , 它 的 证 明 , 曾 借助 于 将 三 角形 合同 公理 应 用 到 具有 对 称 位 置 
的 三 角形 上 .从 125 页 的 例 中 可 以 故 出 不 用 这 公理 的 广义 形式 就 
不 能 证 明 这 个 问题 ， 在 三 角形 OQR 中 ，8R 是 这 08 上 的 高 。 


利用 合同 映射 | 一生,0; 一 cosz 全 | 即 得 长 度 


OR 一 sinf 


1Y 见 * 不 用 对 称 公 至; 平 曾 几何 的 建立 ”Der Aufbau der ebenen Greomeirig 
ohne das Symmetrieaxiom, Dissertation Gilttingen, 1922, Math, Ann. Bd. 


903。 在 这 里 首先 证 明基 于 合同 睦 碳 的 若干 性 质 成 立 的 相关 性 ， 
* 


将 为 可 8 一 cost， 一 方面 就 可 得 出 面积 数 盖 蚌 
了 一 -加 二 ”Sn 
2 
男 一 方面 ,计算 8 到 OR 上 的 迁 电 5 而 得 
$= costt ie'sinf cosf 
再 利用 合同 亦 出 


=" 胃 i 
x 一 上 一 人 二 请 
[一 三 -一 DOSE ? | 


到 得 长 度 ， 
QF esinicas? 
因为 08 一 o， 故 又 得 面积 
了 一 re ee CO8F SET 
2 
它 确 小 于 
ost Si 于 
2 
此 时 在 没有 广义 形式 的 三 角形 合同 公 更 ID 下 ， 面 积 的 实景 慨 念 
失去 了 意义 ， 然 机 备 角 形 彰 分 和 禄 等 和 多 钊 形 掩 补 相等 的 概念 容 如 
$18 所 定义 的 。 于 是 可 得 从 如 19 的 定理 46， 了 两 个 等 床 和 等 高 的 
人形 执 补 相等 
和 骨 者 ,可 以 看 出 于 较 获 尺 形 式 公 理 HI9 下， 在 每 一 线段 上 可 
作 一 正方 形 ， 邯 肥 有 等 过 的 长 方形 。 了 是 在 所 给 的 此 何 时 ， 毕 达 


人 
和 


的 隐 几 里 得 的 全 部 证 肖 1 只 用 到 具有 相同 位 置 的 三 角形 的 合同 
性 ， 因 此 只 需要 狭义 形式 的 合同 公理 
今 将 毕 达 机 拉 斯 定理 用 于 《125 页 ) 的 三 角形 O98 了 和 三 角形 


1》 这 里 需 宫 平 行 公理 以 及 直 胃 的 存在 狂 。 
2 做 大 补 篇 Yu 


"27 。 


OQR 上 , 异 助 省 再 43, 我 们 得 到 在 线段 OP 和 08 上 所 作 的 正 
方形 洽 补 相等 ， 然 而 这 两 线 最 出 上 面 的 计算 簿 此 并 不 入 等 《 附 图 
将 这 种 情况 和 定理 52 相 联 系 可 以 得 出 : 两 个 等 底 的 撞 补 三 


和 


事实 上 ， 定 理 48 在 $20 一 $21 中 利用 
配 积 的 概念 在 本 质 上 已 经 证 明了 。 


于 是 在 所 给 的 几何 里 得 出 如 下 结果 ; 

甚至 于 假定 比例 论 是 正确 的 ， 而 以 较 

4 芍 义 的 三 角形 会 同 公 理 作 为 欧 几 里 得 五 积 
笨 忆 7 论 的 基础 是 不 可 能 的 。 


因为 在 所 给 几何 里 ， 对 熟知 的 直角 三 角形 的 直角 边 和 壬 边 的 
关系 , 即 普 通风 何 里 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,都 和 不成立 。 故 这 种 几何 称 
蜀 非 毕 达 哥 拉 斯 几 苛 ， 

非 毕 造 哥 拉 斯 几何 的 主要 结果 可 归纳 如 下 : 

如 果 娄 取 获 尺 形 式 的 三 角形 合同 公理 ， 及 连续 公理 申 候 邻 域 
公理 成 立 , 甚 到 在 佐证 比例 论 成 主 的 情况 下 ， 草 腰 三 前 形 底 角 扫 壮 
后 党 理 不 能 予以 证 明 ， 欧 凡 理 得 面 称 论 也 不 能 得 出 ， 蔓 至 于 三 斋 
形 两 边 之 和 大 于 第 三 壕 的 定理 以 及 具有 相同 位 置 的 两 个 三 角形 的 
第 理 痢 不 是 所 给 假定 的 ， 必 卜 结论 。 

未 是， 和 

这 种 几何 系 建立 在 实数 所 成 的 子 域 2 上， 这 个 子 域 是 由 数 1 
及 r= 启 1 经 过 有 限 次 如 法 由 十 四， 碱 法 由 一 ms 生 法 om 
除法 :oy (其 中 ow 到 0) 以 及 徘 方 of 诸 运 算 产生 的 。 
这 里 wl 和 ws 表示 由 数 1 及 Tr 经 过 指出 的 五 种 运算 所 得 到 的 数 ， 
为 了 从 工程 r 得 到 数 w， 设 将 第 一 种 运算 作 了 加 次 ,第 二 种 运算 


”1D 条 方 仅 对 正 wr 来 进行 ， 也 可 用 证 ( 表 自 然 数 ) 来 代 蔡 2。 


"12 » 


作 了 和 次,…， 第 五 种 运算 作 了 m 次 ， 于 是 域 虽 的 数 wa 可 用 遵 增 
的 和 为 十 出 十 :十 mr 来 表 出 。 

在 这 个 数 系 上 如 同 116 页 在 数 系 和 上 建立 第 一 种 非 毕 达 生 拉 
斯 及 何 的 周 樟 规 约 来 克 立 一 种 平面 凡 何 。 愉 如 那里 ,公理 DaID 
iY 的 正确 狂 在 所 给 的 几何 里 可 由 以 下 事实 看 出 ,于 自然 确定 的 顺 
序 下 ,8$13 的 所 育 运 算 1 一 16 在 号 内 成 立 . 

在 增加 数 扣 所 了 扩充 的 焉 如 中 的 每 个 数 o， 存 在 无 穷 个 数 9 适 
合 

3 arciew 

适合 这 个 方 吏 的 数 3 的 全 体形 成 一 个 域 8, 它 与 8 如 不 完全 相同， 
但 与 台 同 和 祥 是 可 数 的 。 取 合 的 性 一 个 可 匆 子 集 ， 在 其 中 存在 第 一 
个 数 , 它 不 是 = 的 倍数 ,用 4, 来 表示 。 设 日 中 第 一 个 数 不 能 表 成 


Hr 十 9 


其 中 ryr 是 任意 有 理 数 。 恕 果 这 样 的 数 金 然 寿 在 则 用 4, 来 表 
示 ，, 依 此 类 推 , 设 曙 中 第 一 个 数 不 能 表 成 
9m ra nd 
如 果 这 祥 的 数 全 然 存 在 ， 网 用 和 来 表示 ， 这 样 所 定义 的 数列 
934 By 846"'"” 一 害 包 含 一 项 或 者 无 限 硕 ，@ 中 每 个 数 8 能 唯 
一 好 表示 成 
Bt dr 
莫 中 Hs 是 上 面 所 规定 数列 的 首 * 项 ;和 且 riyra…， 
rs 是 任 塌 有 理 数 ， 
利用 会 网 映射 ,正如 121 页 第 一 种 非 毕 达 哥 拉 斯 凡 何 那样 ,我 
们 规定 线 锅 与 角 的 侣 同性 ,这 时 用 形 妇 
和 十 玉 一 2ncz 十 中) 十 和 十 证 
的 每 个 变换 表示 合 网 跨 射 ,其 中 8 是 田中 的 一 个 数 , 在 中 的 表示 式 
中 ， 所 出 现 的 六 是 一 个 有 逐 数 ,并 县 1 是 台中 任意 数 ， 
我 们 窗 晶 等 出 合同 次 射 形成 一 个 群 ， 它 具有 117 页 所 引入 的 
性 质 1 和 2， 性质 3 可 由 下 列 事 实 但 出 , 即 数 


" E29 * 


F Po 1 了 [ 3 
2 Cos 一 一 一 一 一 一， sin 8 一 一 一 
AI 二 eg AI 十 te28 
是 域 台 中 的 数 。 性 质 了 可 由 下 面 的 方法 得 到 ; 

这 个 证 明 类 似 于 118 页 .哲人 放 ,将 简化 为 从 方 稳 


Ze Eo Clin si 看 


Ga 十 所 3 
2 的 整 犀 数 内 确定 台中 唯一 的 一 个 8。 
将 虚 部 以 实 部 去 除 
ofp’ 一 pe 
民 mm 的 
ce 十 Bp 


从 这 个 方程 可 以 确定 x 的 整 倍数 内 数 系 8 中 的 数 893， 如 同 第 
一 种 非 毕 氏 几 何 , 这 种 确定 在 2" 束 倍 数 内 (参看 119 页 为 性 质 4， 
6 和 7 的 推 证 窜 如 那里 所 证 的 一任 ， 

从 已 经 证 明 的 合同 陕 射 的 七 共性 质 ， 利 用 在 121 页 所 给 的 一 
般 证 明 可 以 得 到 在 所 给 几何 中 公理 [IT 成 立 ， 与 第 一 种 非 毕 达 
贾 拉 斯 几何 方法 类 似 , 公 理 IE 也 成 立 。 

异 晤 顺序 与 侣 同 的 定 义 ， 由 域 妨 是 实数 域 的 子 城 的 事实 可 推 
出 阿 基 米 德 公理 V, 的 正确 性 ， 

至 于 邻 域 公理 Y， 人 不 成 立 可 由 下 噶 的 方法 来 证 明 : 对 于 每 个 
三 急 形 能 够 找到 一 个 合同 的 三 角形 O48， 它 的 顶点 是 O 一 《0， 
上 ,4 一 (ce,0)，B 一 (8,7)， 其 中 a 及 Y 是正 煞 . 于 是 证 明 一 
个 单位 线段 ， 能 位 于 这 样 的 三 角形 内 就 足够 了 ,不论 户 是 否 为 堆 
射线 ，DB 可 以 表 成 下 列 形式 :; 

iy™-s 

其 中 :表示 台中 的 一 个 下 参数 。 因 为 a7 与 ls 一 中 十 7 都 是 正 
移 , 可 能 找到 一 个 刺 数 7,， 它 不 必须 是 正 数 ,而 适合 不 等 式 


2 cy 1 
lg—el+tr 人 


就 已 知 数 ri，94，arc 里 帮 > 0 一 定 存在 两 个 整数 4 及 适合 


act 一 和 
皇 时 


”3 


0 < + rn << are 里 放 (2) 
从 公式 
9 一 LI+wW1I 十 t 荆 8 
‘BH 二 人 


可 知 二 及 及 正切 函数 加 法 公式 可 知 
二 3 十 站 34 


均 是 数 域 @ 中 的 效 ， 自 不 等 式 (2) 可 得 出 半 线 
iy 一 en9es, ss 
位 于 和 角 祥 4OB 的 内 部 。 自 O 点 射出 的 射线 上 一 个 单位 线 儒 的 
自由 端点 C《 附 图 8 可 表 成 
t+ 和 一 2 
点 口 和 点 C 位 于 直线 4B 的 同 侧 ,这 是 因为 两 个 行列 式 
B® “7 - oY 
一 好 0 
Be 7 
2r0cos 身 一 必 2rsin8 
均 为 正 ， 后 一 个 利用 了 不 等 式 (1)， 故 C 位 于 三 角形 048 的 内 
部 ; 亦 即 在 三 角形 内 部 在 在 一 个 童 
位 线 谢 。 BAHy 
一 角 平 分 的 可 能 性 以 及 直 节 的 
存在 恰 如 第 一 种 非 毕 达 哥 拉 斯 几 僻 
那样 能 得 到 证 明 ， 在 124 页 和 126 
页 所 引信 的 反射 喘 象 的 定理 以 及 比 2 


> 一 2018 一 台 一 2n7 er 


例 论 和 仿 身 几何 中 的 所 有 定理 也 园 5%2 ax 
样 能 驶 证 明 询 为 正确 。 这 种 几何 的 附 图 3 


所有 和 角 也 在 欧 几 里 得 几何 里 出 钢 , 并 且 量 的 顺序 是 同样 的 ,从 此 也 
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可 惟 岂 外 和 角 定 理 ( 定 理 22) 和 三 角形 角 和 定理 (定理 31) 的 正确 性 . 
然而 ， 等 厦 兰 角形 底 角 相等 的 定理 是 不 成 立 的 。 从 这 个 定理 并 借 
助 外 角 定 理 , 如 同上 面 扬 说明 的 ,可 以 立即 得 出 它 的 逆 命 题 。 但 在 
这 种 几何 里 , 道 命题 并 不 成 立 , 这 可 由 下 例 者 出 ,就 三 角形 OPR 加 
以 考虑 ,其 中 0O 二 (0,0),P 一 《cos84 一 sin8k) 及 一 【cos8t 
十 sin 8) 它 在 P 与 上 处 有 等 角 ,但 是 边 长 OP 一 2，D 和 一 2 
不 等 。 

欧 几 蛙 得 面积 论 也 不 成 立 ， 同 样 ， 三 角形 两 边 和 大 于 第 三 迪 
的 定理 也 不 成 立 。 因 为 从 这 个 定理 可 立即 推出 位 于 三 角形 内 部 的 
每 一 线 贫 小 于 其 周 界 ,这 样 邻 域 公理 V;, 必 成 立 ， 

从 非 毕 达 哥 拉 斯 几何 的 研究 得 到 下 面 的 结果 ; 

为 了 证 明 等 腾 三 角形 底 角 扫 等 定理， 既 不 能 去 掉 阿 基 米 德 公 
理 V, 又 不 能 去 掉 邻 域 公理 V，， 


， 闫 于 这 个 附录 的 一 些 补充 见 后 面 的 补 篇 Vi 和 V2， 
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附录 二 鲍 雅 尺 - 罗 巴 切 夫 斯 其 几 何 
的 新 基础 
“转载 自 Math、Ann.， 源 57}》 


在 我 的 献礼 《几何 基础 》{tGrundlagen der Geometrie》* 一 
书 第 一 章 (2 一 32 页 ) 巾 , 我 普 归 纳 出 一 组 欧 风 里 得 几何 公理 ， 然 
后 证 胃 了 公用 这 组 中 的 平面 公理 ， 甚 至 不 用 连续 公理 就 可 能 建立 
平面 欧 几 里 得 几何 。 在 下 面 的 讨论 中 ,我 将 乎 行 公理 用 与 饱 雅 义 - 
罗 巴 奶 夫 斯 基 几 何 中 所 相应 需 权 的 公 悍 来 代替 ， 于 是 证 朋 专 用 平 
面 公 理 , 而 不 用 达 持 公理 即 可 作为 豫 维 义 - 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 基 
A 

这 里 所 论 到 的 饱 雅 义 - 男 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 新 基础 从简 练 方 
面 来 说 并 不 亚 于 我 所 见 到 的 ,大 家 熟知 的 鳃 雅 义 - 罗 蔬 切 夫 斯 基 同 
时 所 用 的 极限 球 法 和 克 来 因 所 用 的 射影 法 。 但 是 那些 方法 实质 上 
用 到 了 空间 以 及 连续 性 . 

为 了 便于 理解 ， 按 照 我 的 献礼 几何 基础 》 列 出 以 后 用 到 的 平 
面 几 柯 公理 于 下 * ， 


* 指 本 书 第 一 版 ; 见 第 十 二 版 的 中 译本 序言 一 一 译 者 注 ， 

1? 也 洋 参 看 我 的 文章 “ 论 等 腰 三 角形 两 炭 角 相等 的 定 再 "，Procerdings of the 
London Math. Sac.，Bd，35，1903 《 许 本 书 附 梭 ID， 

?2) 同时 也 曾 就 不 用 公理 【VC135 页 》 玉 表示 移 雅 忱 - 男 巴 切 夫 斯 基 几 何 特性 的 相 
应 问题 进行 六 究 ， 其 次 ，M. 德 原 《M，Dehna) 在 他 的 文章 “ 论 球面 三 角形 的 配 积 ” 
《Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke, Math Ann. Bd. 0) 就 辟 不 用 连续 公 
带 展 开平 击 头 图 几何 的 面积 理论 的 研究 ， 忆 后 如. 海 森 伯 格 《 台 , Hessenberg) 在 他 
的 文章 " 椭 辐 几何 的 基山 ”CBegrindung der eltiptische Geometrite,，Math, Ann. 
Bd. 617 中 ,于 局 样 级 设 下 成 功 地 给 出 平面 撕 搓 几何 交点 定理 的 证 明 ， 最 后 J. 未 尔 
姐 斯 勒 《JT. Hjelm tlev》 在 他 的 文章 “平面 几何 的 新 基 郎 *” 【Neue Begrindung der 
tbenen Geometrit, Math. Ann. Bd, 64) 中 不 用 连续 任 理 基 至 不 用 交 钱 和 不 变 娥 
前 尾 何 盘 设 即 可 夸 立 平面 几 柯 , 

3 公理 工 一 lH 系 近 目前 这 一 版 的 形式 烈 出 ， 
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i 关联 公理 


1 已 各 两 点 性 和 上 卫 , 恒 有 一 直线 g, 它 与 两 点 扩 ， 日 中 的 总 
二 点 相关 联 . 

I 已 类 两 点 和 日 ,至 多 有 一 直线 ， 它 与 两 点 4, 日 的 每 一 
点 相关 联 ， 

I 每 -直线 上 恒 至 消 有 丙 点 ,至 小 有 三 点 不 在 同一 直线 工 。 


开 星 序 公 理 


， 蒂 一 点 情 在 一 点 用 和 一 志 忆 之 间 ， 则 4 吾 和 人 CC 是 一 直 

i a 

JL， 已 知 两 点 于 和 忆 ,在 直线 AC 上 恒 至 上 少 有 一 点 吾 ,， 使 得 
在 二 和 了 3 之 间 。 

1. 一 直线 的 任意 三 点 中 ,至 多 有 一 点 在 其 他 两 点 之 问 ， 

定 尺 两 上 杞 4 和 明之 间 的 点 也 叫做 线段 4B 或 下 4 前 点 。 

IL. 设 A,B 和 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 3 且 了 是 笠 面 芭 ， 
B,C 上 的 一 直线 ,位 不 通过 A,B,C 三 点 中 的 性 一 点 ,车 直线 a 
通过 线段 4B 的 一 点 ， 则 和 它 也 必 道 过 线段 BC 的 一 点 ， 或 线 彼 
4C 的 一 钻 。 


IE 合同 公理 


定义 ”每 一 直线 被 它 上 面 的 任 一 点 分 成 了 条 半 线 ( 峰 级 ) 或 者 
了 人 人 
L. 设 好 ,日 是 直线 了 上 的 两 点 ; 才 是 直线 g 上 的 一 点 ， 则 
网 9 虐 由 A' 所 确定 前 一 侧 ) 总 可 找到 一 点 吾 使 得 线 驮 4 
和 级 段 A'B” 合同 或 四 等 :用 记 导 和 表示， 外 
AB = A'B' 
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1b. 车 两 组 币 AB” 和 A"B” 都 和 另 一 线段 AB 合同 ， 出 
这 两 颖 各 有 BI 和 人 下” 也 会 同 。 
JIs. 设 AB 和 BC 是 同一 直线 4 上 ,无 公共 点 的 两 线 雁 ,而 
且 AIB' 和 BC 是 在 此 直线 上 训 男 一 直线 a8” 上 亦 无 公共 点 的 
两 线 航 。 车 A4B 二 AB8’, BC BO, 则 AC 一 AC 
定 丸 ” 自 一 点 4 作 两 条 不 在 同一 直线 上 的 半 线 产 和 大， 我 们 
抬 客 叫做 一 个 角 , 且 用 - 
六 (2,D 了 之 (有 
来 表示 。 
在 公 玩 工 的 基础 上 , 我 们 可 以 规定 面 上 的 一 条 直线 来 规定 它 
的 两 作 的 概念 。 一 平面 的 点 与 盛 均 位 于 的 同 侧 ， 间 时 它 与 六 又 
均 位 于 不 的 出 侧 , 这 些 点 岂 这 (6, 区) 的 内 点 ; 它们 形成 这 个 角 的 
角形 区 域 。 . 
IIL. 证 给 宇 了 一 个 前 立 ( 六 ,和 ,一 直线 4 和 4 前 一 向 , 设 天 
是 直线 qf 上 ,从 一 点 口 发 出 的 一 条 半 线 , 则 愉 有 一 条 站 线 刘 使 衣 
六 (六 此) 与 骨 衬 ( 反 , 如 》 合 同 并 相 等 ;用 记号 表示 ; 
Ch) 本 实 ( 相 二 
并 且 前 守 ( 丰 二) 的 全 部 内 志 同 在 9 的 已 知 一 全。 
每 一 个 前 和 富 自 己 舍 同 , 即 
人 hk) YR) 
II 两 个 三 角形 4BC 和 4A'B'C” 营 有 下 列 合同 式 : 
AB = AB, AC= AC 和 HBAC YB AC 
财 必 有 合同 式 
YABC = YABC’ 
从 公理 II 容易 推出 三 角形 合同 定理 以 及 等 腰 三 角形 定 
理 ， 且 售 时 可 以 理解 自 绕 上 一 点 址 线 外 一 点 作 垂 妈 以 及 平分 一 个 
已 知 线段 或 一 个 已 知 衣 的 可 能 性 ， 
特别 是 ， 每 个 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 定理 的 推出 怡 如 在 
欧 几 里 得 情况 下 一 样 ， 
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IV. 相交 线 和 不 交 线 的 公理 


在 移 雅 广 - 罗 巴 切 夫 斯 切 几 和 何 中 与 欧 风 里 得 几何 的 平行 公理 
相当 的 公理 可 叙述 如 下 : 

IV。 如 果 。 是 任 一 直线 * 且 4 是 不 在 这 直线 上 的 一 点 ， 则 过 好 
存在 两 条 半 线 wses 它们 不 在 同一 条 直 托 上 且 与 直线 豆 部 不 相交 ， 


以 而 在 bye 所 成 角形 区 城 肉 ， 从 
< 4 所 射出 的 每 条 诗 线 与 5 榈 交 
一 人 ( 附 图 9) 
一 一 一 二 一 一 定 多 ” 若 直 线 4 由 它 上 面 一 


点 了 分 成 两 条 半 线 Bb,b 且 ah 
上 在 直线 48 的 一 侧 ， 呈 加 在 
直线 48 的 另 一 侧 ， 于 是 半 线 4 
称 为 与 半 线 机 平行 , 且 类 似 珊 ， 半 线 a 称 为 与 半 线 六 平行 ， 网 理 
闪 线 qs 将 称 为 与 直线 上 平行 ,并 且 两 半 线 wm 和 a 所 在 直线 也 
分 别称 为 与 直线 娟 平行 。 . 

自 此 立即 推出 下 面 两 个 命题 的 正确 性 ; 

如 果 一 直线 或 一 半 线 平行 于 史 一 直线 或 半 线 ， 则 司 者 也 将 永 
远 平行 于 前 者 

如 果 两 半 线 均 与 第 三 半 线 平行 , 则 它们 也 役 此 焉 行 ， 

定义 ”每 一 半 线 确定 一 个 冶 点 ， 彼 此 平行 的 所 有 闪 线 将 确定 
同一 个 端点 。 一 般 来 说 ， 从 如 点 射出 的 端点 是 4 的 半 线 ， 用 记号 
《4，ca) 来 表示 。 一 直线 有 两 个 端点 。 具 有 两 个 端点 < 和 #8 的 直 
线 一 般 用 记号 (x,8) 来 表示 . 

如 果 4 了 B 和 4 ,B8” 蚌 两 对 点 ， 且 和 wo 是 两 个 端点 而 线 


17 这 个 证 明 可 以 由 高 斯 所 给 的 方法 得 出 ， 参 君 薄 罗 那 - 李 箱 粤 Bonola-Lisb- 
mann》* 非 欧 几 何 * (Die nichteuklidische Geometrie, Leipzig, 1908 和 1921, 
$32), 

《此 书 有 日 ，8. 卡 斯 罗 CH，S、Carslaw) 喘 泽 本 ~ 评 者 注 ,》 
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自 A8 和 地 B"” 相等 且 48B 及 半 强 《4,a) 所 成 的 角 等 于 4B 
及 半 线 《4 ,oa) 所 成 的 钊 。 于 基 容 易 看 出 ，B4 与 (8,a) 记 成 
的 角 也 等 于 B'A 与 (8B', a') 所 成 的 角 ， 这 两 个 图 形 4Bx 和 
A B'a” 称 为 互相 合同 。 

最 后 用 熟知 的 方法 规定 反射 下 的 喘 象 于 下 : 

-定义 ” 自 一 点 向 一 直线 作 恒 线 , 并 自重 足 延 长 狂 一 点 ,使 其 距 

离 等 于 原 重 线 长 , 则 所 得 点 叫 拷 已 知 点 甘于 这 直线 的 反 般 揣 象 ， 

一 直线 上 所 有 点 的 瞎 姐 仍 在 一 直线 上 ， 这 直线 叫 敌 已 知 直线 
的 反 寻 映 旬 。 


1 引 将 


现在 依次 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 1 如 果 两 直线 与 第 三 直 钱 相交 成 相等 的 错 角 ， 册 此 两 
直线 不 互相 平行 。 

证 明 ”假设 结论 不 成 立 ， 即 这 两 直线 沿 某 一 方向 平行 。 如 果 
说 第 三 直线 遍 截 成 的 线路 的 中 点 来 将 整个 图 形 作 尘 个 旋转 ， 即 在 
这 个 线 器 的 蕊 一 侧 形 成 一 个 合同 三 角形 ,于 是 ,已 知 了 两 直线 将 灌 另 
一 方向 平行 ,此 与 公理 IV 相 了 矛盾， . 

引 理 2 已 知 两 直线 a 和 8， 它们 既 不 相交 ， 也 不 互相 平行 ， 
则 存在 一 条 直 绩 同时 与 这 两 直线 垂直 ， 

证 明 自 直 线 * 上 性 音效 点 4 和 P 作 直线 5 的 重 维 48 和 
了 8”《 附 图 10)， 设 蛋 级 跟 _PB” 大 于 很 线 胸 48, 于 8'P 上 自 
点 B' 取 点 4 使 4'8' 等 于 4B8, 于 是 4 落 在 P' 和 8 之 间 。 过 
4 作 直 线 a 与 B84’ 交 于 4 使 它们 所 成 之 前 连同 方向 等 于 直 
线 4 与 重 线 B84 交 于 4 点 处 所 成 之 角 ， 下面 将 证 有 明 直 线 o' 必须 
与 直线 * 相交 ， 

为 了 达到 这 个 目的 ,直线 ? 于 天 点 分 成 机 条 半 组 ,其 中 含有 -4 
省 为 my， 过 吾 作 胖 线 闫 平行 于 ai， 再 者 庙 六 是 由 8’ 所 射出 的 半 
线 而 使 这 半 线 与 5 所 成 之 角 连 同方 向 等 于 自 B 所 射出 半 线 六 与 上 
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附 图 10 

所 成 之 前 ， 这 样 ,由 引 理 1, 半 线 站 不 与 天 平行 ,因此 也 不 与 6, 平 
行 划一 定 不 与 & 相 交 ， 自 公理 他， 它 必 与 m 相交 . 设 六 与 器 
的 交点 是 了 , 白 作 图 a 弃 与 大 平行 ,家 公理 由 ， 直 线 * 必须 经 过 
边 PT 离开 三 角形 P8'T， 再 用 下 面 所 论 即 得 到 所 要 求 的 证 明 ， 
设 直线 4 与 a 的 交点 为 8. 

自如 作 占 的 重 线 8R, 于 5 上 取 R 使 BR ~ BR， BB 到 
RR' 的 方向 与 8' 到 尼 的 方向 相同 。 同 理 于 上 自 4 作 线 虹 40' 使 
其 连同 方 向 与 自 4 所 作 线 段 4 8 相同 .分 别 取 线段 吕 和 RR 
的 中 点 M 和 入， 划 联 线 MN 即 是 64 与 5 的 公 惰 线 . 

事实 上 上, 髓 四 角形 480R 和 A488R' 的 合同 得 出 线 眉 9R 
和 Q'R” 必 相等 E QR 与 5 履 直 .由 是 可 得 : 四 角形 BRMN 
及 QR'MN 的 合同 以 及 所要 求 的 论证 。 因 之 引 理 2 得 以 完全 证 
明 ， . 

引 理 3 已 知 任 两 条 被 此 不 平行 的 半 线 ， 则 必 存 在 一 条 直 线 
与 这 两 条 半 线 平行 ， 亦 即 存 在 一 条 直线 它 具有 两 个 预先 给 定 的 端 
点 “< 和 p， 

证 明 外 任意 点 书 作 已 知 两 半 线 的 平行 钱 ， 并 在 这 两 半 线 上 
自 0O 点 到 4 和 8 截取 相等 线段 ( 奉 图 11), 则 有 

OA=0OB 

县 自 妃 过 4 所 作 半 线 的 端点 为 e, 自 口 过 互 所 作 半 线 的 端点 为 8 
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于 是 联结 点 4 和 并 平分 过 4 所 引 的 两 条 兴 线 所 成 的 角 ， 同 样 联 
结 B 和 并 平分 过 8 所 引 的 两 条 半 线 所 成 的 角 。 这 两 条 平分 线 中 
的 第 一 条 和 和 第 二 条 分 别 用 。 和 4 来 表示 ， 册 图形 OA8 和 0Be 
的 合同 得 出 
(0A) = YCOBe) 
(aAB) = ZX(aBB) 
有 后面 一 个 等 式 以 及 角 的 平分 性 质 得到 下 面 角 的 公式 
XoA0) = XaAP) 一 YaBb) 一 浆 (888) 
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首先 要 证 明 两 个 角 平 分 线 。 条 疡 既 不 相交 也 不 互相 平行 。 
若 * 和 上 相交 于 点 MM， 则 由 作 图 OAB8 是 等 大 三 角形 , 测 有 
YBAO 一 XABO 


并 利用 前 面 方程 
XBAM 一 AABM 

因此 

. AM 一 BM 
今 用 半 线 联结 Mf 与 端点 w, 自 二 面 钱 妇 的 相等 和 角 之 (eAM》 
及 关 (z8M) 的 相等 得 知 图 形 cAM 和 wuBM 合同 。， 由 此 合同 
将 得 由 前 CaM 4) 和 六 (aM 8) 的 相等 ， 由 于 这 个 结论 显 然 
不 成 立 , 因 之 角 平 分 线 a 和 志 相 交 的 仍 定 必须 除 掉 ， 

其 次 ,假设 4 与 5 互相 平行 ， 且 将 它们 的 端点 用 上 表示 ,假设 
告 8 射 出 过 的 半 线 与 自 4 射 昌 过 8 的 半 线 交 于 点 0C 且 与 a 交 于 
点 了 DD。 今 证 明 线 段 D4 和 D8 将 相等 .事实 上 ,假定 不 相等 ， 于 
DB 上 取 8 使 DB8' 一 DA， 然 后 用 半 线 联结 8 与 yg， 自 图 形 
DAc 与 DB'p 的 合同 将 推出 两 角 六 (DAo) 和 这 (DB8'p) 的 相 
等 , 这 样 两 角 之 (D8'n) 和 这 (PB8p) 必 相 等 ， 由 引 理 1， 此 为 
不 可 能 : 

两 线段 D4 和 DB 相等 产生 两 角 祥 (D48) 和 这 (DBA) 
的 彬 等 。 由 前 可 知 两 角 这 (CABY) 及 之 (C684) 亦 必 条 等 ,因此 
推出 两 角 交 (DP4B) 及 祥 (C 48》 也 相等 。 但 这 结论 显然 不 成 
立 , 故 4 和 5 平行 的 假设 也 必须 除去 ， 

由 于 这 些 论 断 , 知 两 直线 a,8 嫩 不 相交 岂 不 平行 。 于 是 按照 
引 理 2， 在 在 4 和 的 公 垂 线 e 分 别 与 它们 交 于 BE 和 了 。 可 以 断 
定 直 线 c 就 是 两 已 知 端点 上 和 有 的 联 线 。 

假如 这 个 结论 不 成 立 ， 设 < 不 含有 端点 sa， 则 将 天 和 下 分 别 
与 端点 o 相 联 , 再 联结 线段 48 和 EF 的 中 点 ， 蓉 易 得 出 84 一 
FB。 又 自 两 图 形 aE4 和 aF8 合同 可 以 得 出 两 第 次 (Be 和 
立 (C8Fa)y 相等 ,这 样 自 五 与 忆 所 作 半 线 将 与 成 相等 的 角 。 这 个 
结论 显 与 引 理 1 相 矛 盾 。 同 理 也 可 证 明 e 省 有 端点 2， 本 引 理 得 


”让 4 站 + 


以 完全 证 明 。 

引 理 4 设 。 和 5 是 两 条 平行 线 ， 旦 0 是 在 * 和 二 所 成 平 而 
区 域内 部 的 一 点 ， 且 设 0, 和 0 分别 是 0 关于 和 的 反射 映 
象 , 又 M 是 0.0， 的 中 点， 于 是 身 对 所 作 与 * 和 4 均 平 行 的 半 线 
将 是 0,O， 于 点 村 处 的 改线 ， 

证 明 ”假如 结论 大 成 立 ( 附 图 12), .就 在 0,0; 的 同一 例 , 自 
点 对 作 0.0; 的 一 条 萎 线 ， 设 0,0， 
与 和 5 分 别 交 于 P 和 8。 由 于 
PO 二 PO 00， 奈 有 了 DD 一 
POs， 以 及 80; 过 40s, 因 之 对 
必须 在 和 二 所 成 平面 区 域 的 内 
部 ， 则 在 点 M 所 作 的 重 线 必 与 或 
5 祖 交 ， 如 果 它 与 a 相交 于 4 点 ， 
出 将 推出 40, 一 40 以 及 40,= 
A0;， 因 之 A0 一 A40;， 即 4 也 是 
b 上 一 点 ， 此 与 定理 的 假设 相 矛 
壬 

引 理 5 如 果 a,5 和 * 是 三 条 直线 ,它们 有 公共 端点 w， 且 
关于 此 三 直线 的 反射 分 别 用 9，8& 和 9。 来 表示 。 于 是 存在 具有 
背部 的 一 直线 4， 而 使 关于 a, 5,。 陆续 所 作 反 射 的 结果 与 关 
于 4 所 作 芭 射 8; 相隔 , 亦 即 
" SS = Se 

证 明 首先 假设 直线 5 位 于 直线 4 与 * 所 成 平面 区 域 的 内 
部 ， 设 0 为 5. 上 一 点 且 口 关于 a 和 = 的 反射 映 象 分 别 记 作 O。 和 
0。， 联 结 线 自 0,0。 的 中 点 与 端点 的 直线 4， 于 是 自 引 理 4， 
O, 和 口 , 是 关于 4 的 反射 映 象 ， 这 样 运 算 545,555, 将 使 点 0, 不 


1 此 结论 杯 质 上 与 罗 巴 订 夫 所 茶 的 一 个 结果 个 一 致 ， 可 套用 他 的 < 利用 平行 线 
宽 交 再 认 的 几何 新 原理 32(Neue Anfangsgrinde der Geometrit ,mi ciner volls- 
Hadigen Theoric der Parallellinen) 一 蔬 . 

《此 世 有 G8， 哈 尔 斯 雁 【《G，B,， HHaltted) 的 英 译本 … 一 诺 省 注 .》 
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动 , 同时 也 使 O。 与 上 所 联 直线 厅 动 。 注 为 这 个 运算 包含 四 个 豆 
射 ,合同 定理 证 明 它 是 一 个 恒 等 这 , 故 得 断言 ， 

基 次 , 当 直 线 c 与 6 互相 重合 时 , 引 理 5 的 正 砚 性 迹 可 立即 得 
出 , 设 直线 六 是 直线 5 关于 4 的 反射 陕 象 ， 且 关于 &” 的 反射 用 
So 来 表示 ,于 是 公式 


36 一 Ss 

的 正确 性 能 立即 上 出 . 
时 后 ,如 果 直 线 “ 位 于 直线 # 和 所 成 乎 尚 区 域 的 内 部 , 则 下 

本 省 明 的 第 一 部 分 ,存在 一 直线 了 而 有 公式 

SIs 一 Soar 
设 用 4 表示 dd’ 关于 4 的 反射 峡 象 , 则 由 汪 明 的 第 二 部 分 

Sd SS ds, 一 Sd $a 

因 之 , 引 理 5 得 以 完全 证 朋 . 


$2. 端点 的 加 法 


己 知 一 直线 , 它 的 端点 用 0 和 co 来 表示 ,在 这 直线 (0,co) 上 了 妈 
一 点 上 ， 并 于 此 点 作 垂 线 ， 又 此 重 线 的 妮 点 用 十 1 和 一 ! 来 表示 
《 附 图 13)， 

今 规定 丙 个 况 点 的 加 法 于 
下 : ， 
定义 设 s，8. 是 任意 丙 
个 与 co 订 同 的 端点 。 并 设 O。 
为 D 点 关于 直线 («,50) 的 反 
射 喘 象 ，@u 为 口 点 关于 直线 
(8，00) 的 到 射 映 象 ， 联 结 线 
段 0.0， 的 中 点 和 端点 so， 这 
样 所 作 直 线 的 另 一 端点 叫做 两 
济 点 x 和 8 之 和 ， 且 用 a 十 8 


如 果 以 为 端点 的 半 线 关于 直线 (0 50) 作 反射 ， 则 结果 所 得 
半 鲁 的 端点 将 用 一 a 表示 。 
甚 易 看 出 下 列 等 式 的 正确 性 : 
十 0 一 区 
十 【一 1 一 8 
gt (—a})— 0 
a 趟 Pm Bie 
最 后 一 个 等 式 表 示 阁 点 加 法 的 交换 律 . 
为 了 证 明 端 点 加 法 的 结 会 律 , 令 用 5,,5,,5s 分 别 表示 关于 直 
线 〈0o) 《erco》 和 (8,00) 的 反射 ; 自 $ 1 引 理 5， 存 在 一 直 
强 (Co,00) 使 得 公式 


So 一 Sedod, 
上 成立， 其 中 5, 是 关于 这 条 直线 的 反射 ， 由 于 运算 56565, 点 Ds 
变 成 点 Or， 因 此 0s 必 是 0。 关于 直线 《c, ep) 的 反射 映 象 ， 故 
有 一 上 十 85， 亦 即 
Sarp 36303。 
成 立 。 
如 果 7 也 融 示 一 个 端点 ,由 重复 利用 前 面 所 推出 的 公式 , 邯 得 
Sattptn 一 人 848 二 37909839。 
Satprr 一 3903 ™ Sr$od eS, 
故 有 
号 BT 一 Storp+r 
因此 ， 
at (B+7)= (ot)+7 
二 面 所 推导 的 公式 
Se 一 38903， 
问 时 还 指出 所 给 的 两 个 端点 和 的 作 图 与 直线 (0;,oo) 上 点 品 的 选择 
无 关 ， 因此, 如果 0 表示 直线 (0,%) 上 与 点 0 不 同 的 任何 点 、 且 
CO- 和 O4 分 别 改 示 点 CD 关于 直线 Ce,00) 和 《8,09) 的 反射 映 
象 , 则 线 牙 OwOw 的 中 仆 线 就 是 直线 te 十 8,00), 
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这 里 我 们 将 引入 研究 $4 所 必需 的 其 他 结果 ， 
如 果 直 线 〈c, op) 关于 直线 《8,co) 作 反 射 ， 则 所 得 反射 由 
线 是 (28 一 cco)}。 
事实 上 ， 如 果 了 是 直线 (ga,00》 关 于 直线 (8,00) 反射 所 得 
直线 上 的 任 一 点 , 则 连续 经 过 所 射 
8 
了 点 显然 不 变 ， 然 而 由 于 上 面 公式 
Spdod_ Spdp 一 dpa 
即 , 复 合 运算 相当 于 关于 让 线 (28 一 e150》 的 一 个 反射 ， 因 此 P 
点 必 在 这 最 后 一 直线 上 上 。 


43. 端点 的 乘法 


我 们 规定 两 个 端点 的 丙 如 下 : 
定义 ”如 时 一 个 端点 与 端点 十 1 位 于 直线 (0,00) 同 侧 ， 则 称 
为 正如 果 一 个 端点 与 端点 一 1 位 于 直线 (0,00) 同 册 ; 则 称 为 负 ， 
现在 设 有 与 0,eo 不 


同 的 任意 两 个 端点 a 和 

8。 两 直线 (<，--a) 和 

1 0  。 _| (8, 一 8) 将 与 直线 (0,c) 
。 4 _。 重 训 ( 附 图 14》, 它 们 与 直 


线 (9,00) 分 别 交 于 4 和 


一 一 一 -4 下, 于 直线 (0,co) 上 取 线 
一 BC 一 G04, 且 使 0 到 
妥 的 方向 与 8B 到 分 的 方向 

相 辣 ,于 CC 点 作 直 线 C0， 

co 一 00) 的 垂 线 ,并 依据 两 问 点 

附 攻 14 tsp 的 是 正 以 及 均 是 负 或 


者 一 正和 一 和 负 而 分 别称 这 委 线 的 正 端点 或 负 端 点 为 两 端点 < 和 卢 
之 积 ap, 


[于 


最 后 假设 
CC 0 一 oa 一 
自 钱 段 侣 局 公理 【IL_ 立即 得 知 下 面 公式 
op = Bo | 
oPY) = Cof)Y 
成 立 。 即 端点 认 法 交 狼 律 和 结 会 伴 均 威 立 。 
容易 看 出 公式 
iroem 0 (—i)e™m —a 
也 成 立 ， 并 上 且 一 直线 的 端点 &,P 适合 方程 
ui == —1 


则 此 直线 必 过 点 0， 

除法 的 可 能 性 立即 变 得 明显 ， 再 者 ， 对 于 每 个 正 端 点 x 常 在 
在 一 个 正 端 点 (并 且 也 在 在 一 个 负 端点 ), 它 的 平方 等 于 端点 <, 故 
此 端点 能 用 w = 表示 ， 
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为 了 征明 端点 运算 的 分 家 律 ,首先 从 端 感 8 和 Y 利用 负 的 方 
法 作出 端点 十 Y( 附 图 15)， 其 次 ， 耳 按照 上 面 所 说 的 方法 确定 
端点 m:er 和 at8 十 7)。 可 以 看 出 上 面 的 作 图 恒 网 于 平面 到 有 目 
吉 的 一 个 合同 映射 , 它 是 由 钱 颁 04 洛 直 线 (0,oo? 所 产生 的 一 个 
平移 。 从 红 的 注意 ， 自 点 4 代 不 点 口 作 天 个 端点 吧 及 or 之 
和 的 作 图 是 人 允许 的 。 于 是 可 得 这 个 和 实际 上 就 是 端点 以 8 十 7)， 
即 公 式 


ap + or = ott 7) 
是 正确 的 ， 


$+ 点 的 方程 


度 $2-$3 我 们 已 看 出 端点 的 运算 律 与 寻常 数 的 运算 完全 相 
同 , 因而 几何 举 的 建立 并 无 多 大 困难 ,这 可 用 下 面 的 方法 来 完成 . 
如果 5 是 任意 直线 的 将 点 ,并 且 和 将 端点 
丰 十 时 
2 


Wo En VO 


RH 敌 这 直线 的 坐标 ,于 是 下 面 的 基本 命题 成 立 : 

设 ai8,7 是 三 个 详 点 , 且 且 有 问 点 4ay 一 所 为 正 的 一 个 特 
性 , 则 党 标 #,w 适合 方程 

CH 十 Be 十 Y 一 有 0 

的 所 有 站 经 将 过 同一 点 ， 

证 明 按照 经 一 43， 我 们 作 端 点 

£1 
Var—p yr 

于 是 由 坐标 ap 的 意义 和 在 «六 0 的 情况 下 ,上 而 的 方程 可 以 写 
作 如 下 形式 


CxE + Ce + 2) — — 
令 芒 虑 一 个 任意 变动 端点 的 变换 


wk 十 义 


“46 


为 了 作 这 个 变换 ,首先 考虑 抵 个 变换 
ww 十 4 

关于 第 一 个 变换 ， 即 动 端点 和 一 个 常 问 点 的 桶 法 ,由 $3 
它 恒 同 于 平面 内 由 一 个 与 * 有关 的 线 正 治 家 线 《0, co) 所 作 的 平 
移 . 

至 于 第 二 个 安 换 ， 亦 艺 常 端点 1 和 一 个 动 端点 o 的 加 法 ， 它 
对 应 着 仅 与 + 有 关 的 ,平面 到 自身 的 一 个 运动 ,也 就 是 平面 关于 端 
点 oo 的 旋转 ， 

为 了 证 明 , 孩 照 $2 的 结论 , 直线 〈oyco) 关于 直线 (0, co) 的 
反射 是 直线 《一 wyco)。 再 者 , 它 经 过 关于 【二 ,oo】 的 反射 变 为 
直线 〈o 二 7，%)。 于 是 端点 4 和 动 端 点 的 加 法 恒 等 于 就 两 直 
线 (0,c0) 和 【之 ,oo ] 连续 所 作 的 天 次 反 莫 ， 

由 上 面 所 证 可 以 看 出 : 如 果 ,是 一 直线 的 两 个 端点 , 草 经 
过 与 =, 有 关 的 平面 的 运动 ,所 产生 直线 的 端点 将 册 

5 = 十 4 
i 


米 表 示 , 王 是 由 上 面 方程 
Cx EN 2 —1 
将 得 到 关于 端点 所 的 方程 
站 一 一 1 
由 $3 的 一 个 注 记 , 这 个 关系 表示 已 知 直线 经 过 点 口 的 条 件 ， 于 是 
可 见 适 合 原 方程 


CxE FAMEN 十 1 一 一 1 
的 所 有 直线 (5,n) 将 过 同一 个 点 。 所 提 定 理 得 以 完全 证 明 ， 
已 经 看 出 在 线 堂 标 条 下 点 的 方程 是 一 次 的 ， 容 易 导 出 关于 一 
对 各 线 的 巴 斯 写 定理 的 特殊 情形 和 成 透视 位 置 的 三 角形 的 德 沙 格 
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定理 以 及 射影 几何 的 其 他 定理 。 鹿 雅 尽 - 罗 巴 切 去 斯 基 儿 何 中 一 
些 熟 知 的 公式 也 可 无 困难 地 导出 ， 于 是 仪 省 助 公理 I 一 IVY 这 种 几 
何 学 即 可 完全 恕 立 ”。 


1) 作为 本 附录 开始 (133 页 注 2 所 近 文 献 的 补充 , 今 列 出 下 讽 绞 新 的 教材 

F. 巴赫 让 (F. Bachmanay * 由 反射 概念 所 建立 的 几何 » (Aufban der Geom, 
etTie aus dem Spiegelungsbegriff, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1959); 

装 ， 人 和 尔 苏 点 和 而 . 斯 问 密 尔 备 (KK，Borstk und 下 ， Szmiclewy < 几何 基础 ? 
《Podstawy 全 eometriiy， 尼 书 有 英 译本 ,出 也。 玛 尔 魁 《下 ，Marqauit) < 几何 基础 
Foundalions of Geometry, Amsterdam, 1950), 

下 还 文章 也 可 作 禾 等: 

WW. 皮 夹 十 (WW, Pejss》 “绝对 几何 的 希 尔 伯 特 公理 体系 的 模型 ” CDie Modalle 
des Hilhertschen Axiomensystems der absoluren Geometrie, Math, nn., 
Bd. 143, 212—235 (1961)). 

F. 巴赫 受 * 平 行 癌 题 ? (Rur Parallelenfrage, Abbh, Marh, Seminat Univer_ 
siry Hamburg, Ba, 27, 173.—192 C1964)Y, 


= 了 考生 ， 


附录 1V 几何 学 基础 
《转载 白 Math，Ann., 卷 56 ,1902》 


获 曼 《Riemann) 和 沿 姆 惟 尔 兹 (Heimholtz》 关 于 几何 共 
而 的 研究 促使 李 (Lie)》 根 据 群 的 粉 念 从 事 于 几何 公理 车 的 古 究 ? 
并 使 这 位 有 远见 的 数学 家 作出 了 一 组 公理 系统 , 白 此 出 发 ， 借助 于 
他 的 变换 群 的 理论 证 明 , 这 组 公理 ,足以 发 展 几何 学 ”。 

在 论证 他 的 变换 群 理论 时 ， 李 总 是 假定 定义 群 的 函数 是 可 微 
的 。 因 此 ,在 李 的 研究 中 尚未 讨论 的 是 按照 有 关 的 几何 公理 , 画 
数 可 微 性 的 假定 是 否 确 实 不 可 避免 ， 还 是 说 所 涉及 的 函数 可 微 性 
荐 群 概念 以 及 其 他 几何 概念 的 更 确 煞 的 直接 推论 ， 在 李 阅 明 自己 
的 方法 时 也 不 得 不 明确 提出 以 下 的 公理 ， 即 运动 群 由 无 穷 小 变换 
所 构成 ， 这 些 要 求 以 及 李 在 规 定 等 西点 轨迹 方程 的 性 质 的 基本 公 
理 的 主要 组 成 部 分 都 能 从 纯 几 何 的 形式 表 出 。 但 六 很 录 强 也 很 揽 
杂 - 另外 ， 它 们 仅 作为 李 所 用 的 解析 方法 而 不 是 由 问题 的 本 身 而 
出 现 ， 
因此 ， 我 在 下 文中 力求 为 平面 几何 建立 一 个 公理 系统 。 这 一 
系统 同样 是 建立 在 群 的 概念 之 上 ， 仅 包含 简单 的 且 在 几何 上 一 自 
了 然 的 要 求 ,特别 是 绝 不 以 和 运动 所 导出 函数 的 可 微 性 为 前 提 , 我 所 
.建立 的 公理 系统 是 包含 在 李 的 公理 系统 中 作为 特殊 组 成 部 分 ， 或 
者 像 我 所 试 为 的 那样 可 以 立即 从 地 的 公理 中 推出 的 ， 

我 的 论证 完全 不 同 于 李 的 方法 ， 我 主要 是 用 康 托 尔 点 集 论 的 
概念 进行 推论 并 且 利用 的 当 的 定理 : 每 条 无 重点 、 闭 的 连续 平面 

17 对 于 下 面 几何 的 展 纲要 。 与 本 有 正文 的 纲要 相 比 较 * 其 特征 可 贿 关 本 入 文章 


的 结 雇 (185 页 7). 
2} 工 让 -EngeI,x 谈 换 群 的 理论 > CTheoris der Transtormationsgruppen} 元 


3: 问题 5 


上 人 


基线 划分 平 交 成 内 部 区 域 和 外 部 区 域 ， 

在 我 所 列举 的 公理 系统 中 肯定 也 有 个 别 部 分 是 多 余 的 。 然 珊 
我 放弃 了 对 这 一 情况 的 急 续 研究 ,考虑 公理 简单 化 的 可 能 ,尤其 是 
我 希望 名 免 颂 这 的 六 几何 .不 朋 痰 的 证 明 ， 

在 下 文中 我 所 研究 的 仅 是 平面 的 公理 ， 尽 管 我 认为 可 以 为 空 
闻 建 开 一 个 羔 似 的 公理 系统 ， 用 类 比 的 方法 就 可 建立 空间 几何 
学 *， 

我 们 现在 先 作 几 个 解 荆 . 

解释 : 所 谓 数 平面 系 指 赋予 直角 坐标 系 +,y 的 普通 平面 . 

在 数 平面 上 ,不 含 重点 , 且 包 合 端 点 在 内 的 连续 曲线 称 为 约 当 
曲线 。 如 果 约 当 曲 线 是 闲 的 ， 则 由 它 记 玮 成 数 平面 上 的 内 部 区 域 
称 为 约 当 区 域 . 

为 了 叙述 简便 和 便于 理解 ， 在 目前 所 进行 的 研究 工作 中 我 将 
给 出 的 平面 的 定义 要 比 我 的 论证 所 要 求 的 要 狭 些 ?。 即 假设 我 们 
几何 中 的 所 有 点 能 够 一 一 映射 到 数 平 两 点 的 有 限 区 域 上 或 其 茶 个 


1) 我 相信 通过 以 下 的 针 究 :能 锅 同 时 回答 有 关 群 论 的 一 般 问 题 ， 见 “数学 问 题 > 
《GE5ttinger Nachrichten，1900) 第 五 个 问题 ， 关 于 平面 运动 的 转 萄 捕 形 . 

2) 关于 平面 较 广 形式 的 定义 ， 可 与 我 的 * 几 何 基 础 x» (Gottinger Nachrichten, 
1902》 相 出 较 , 在 那里 税 出 平面 更 ~… 般 的 定居 ; 

平面 是 忆 点 为 对 诅 的 集 含 .和 皇 一 点 4 确定 包含 该 点 的 某 些 于 柑 , 并 将 它们 如 做 点 
的 邻 妨 。 

一 个 驾 域 申 的 点 总 能 觅 射 阐 数 平 而 上 某 约 当 区 域 ， 在 此 方式 下 它们 有 唯一 的 逆 . 
这 个 约 当 区 域 称 为 部 城 的 揽 ， 

合 于 一 个 邻 域 的 旬 之 中 而 点 4 的 象 在 其 内 部 的 每 个 约 当 这 域 , 仍 是 点 的 一 个 考 
堪 的 钦 。 若 给 同一 邻 域 以 不 同 的 谣 ， 则 由 一 个 多 当 区 域 到 另 一 个 的 当 区 域 之 间 的 一 一 
变换 是 连 急 的 . 

如 果子 是 4 的 一 个 部 域 中 的 在 一 点 ? 刚 此 吉 域 也 是 站 的 一 个 邻 域 . 

对 于 一 点 4 的 任 恋 两 个 分 域 ， 则 存在 4 的 第 三 个 音域， 它 是 前 责 个 部 坊 的 公共 邻 


域 . 

如 显 4 和 各 B 拓 平面 上 任 疙 两 点 ; 刚 总 存 让 4 的 一 个 分 域 它 也 包含 点 8. 

依 我 看 来 ,在 二 维 情 形 下 这些 要 求 包含 了 以 下 概念 的 严明 定义 ， 黎 曼 和 黑 牧 掉 尔 
兹 称 它 是 多 重大 广 流 形 , fj 李 称 为 效 流 形 、 而 且 所 有 他 们 的 研究 者 是 在 这 个 基础 上 进 
行 的 . 对 于 拓扑 的 严格 公理 化 的 蝴 开 他 们 切 能 以 它 作为 基础 . 

采用 上 曾 关 于 平面 的 锋 必 定义 导 然 排除 了 椭 加 几何， 因为 它 的 点 不 能 腕 射 到 位 
于 数 平 务 的 有 限 区 城内 约 点 让 某 种 点 义 上 是 与 公理 之 一 相符 合 ， 然 而 ; 如果 我 们 采取 
绊 面 概念 的 较 广 形式 ,在 十 论 中 兴 识 这 冲 政 变 的 必 些 睫 不 民主. 
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殉 定 的 子 守 上 ， 由 王 使 我 们 几何 中 的 每 一 点 能 由 一 个 下定 的 数 对 
sz 和 站 所 决定 。 于 是 平 而 的 概念 可 写作 如 下 形式 : 

平面 的 定义 ”平面 是 以 版 为 对 象 的 集合 ， 这 些 点 能 被 映射 到 
数 平 面 点 的 有 限 区 址 或 它 的 某 个 子 集 上 ,这 里 它们 其 有 唯一 的 递 . 
而 数 平面 的 点 (< 即 象 点 ) 也 将 用 来 表示 平面 上 的 点 ，。 

对 于 平面 上 的 任 一 点 疙 ， 存 在 数 平面 内 的 一 个 约 当 区 域 ,其 
中 包含 点 4 的 象 ， 而 且 这 区 域 中 的 所 有 点 也 都 表示 平面 上 的 点 ， 
我 们 将 此 约 当 区 域 叫 做 点 4 的 邻 域 . 

每 个 包 合 在 点 4 邻 域 的 约 当 区 域 其 中 包 合 4 的 象 点 仍 是 点 4 
的 一 个 邻 址 ， 

若 点 互 是 点 如 邻 域 由 的 任意 一 点， 则 点 4 的 领域 同时 也 是 点 
8 的 邻 域 ， 

对 于 平面 上 任意 浴 虚 扫 ,8 则 在 在 一 个 点 4 的 邻 域 , 它 也 包公 
点 8B， 


运动 将 定 尽 为 伴 面 到 自身 的 一 个 单 值 可 道 变换 。 显 然 从 开始 
就 可 将 平面 的 弟 什 可 道 变换 区 分 为 两 种 类 型 。 在 数 平 面 上 任 取 一 
条 具有 定向 的 闭 约 当 曲 线 则 经 此 变 斥 它 仍 变 为 具有 基 定 向 的 闭 约 
当 曲 线 ， 在 今后 的 研究 中 ， 每 当 利 用 数 平 曾 到 自身 的 变换 所 定义 
的 运动 时 ,总 可 认为 与 党 约 当 则 线 具有 相同 的 定向 ， 这 个 假定 ? 决 
定 了 运动 概念 的 以 下 形式 : 

“运动 的 定义 “运动 是 区 平面 到 自身 的 连续 空 的 且 具 唯 一 的 
道 ， 它 使 闭 约 当 些 线 的 定向 恒 保 持 不 变 ， 运 动 变换 的 六 变 换 仍 是 
运动 。 

保持 一 个 点 不 变 的 运动 称 为 关于 点 如 的 旋转 ， 

在 引进 “ 胖 面 "和 "运动 "两 个 概念 之 后 ,来 建立 以 下 三 条 公理 ; 

公理 着 连 续 实 施 丽 个 运动 则 平面 到 讶 身 的 合成 变换 仍 是 


1) 这 个 慨 定 名 含 在 李 的 要 求 中 即 运动 群 由 无 穷 小 变换 所 生成 ， 相 反 的 限定 ( 即 
反 深 可 能 件 约 假定 ) 主 要 便于 证 明 , 因为 在 这 种 情形 下 ,* 真 吉 线 ”就 可 直接 定义 为 点 的 
轨迹 ;而 这 些 点 是 在 改变 定向 且 及 有 两 个 不 动 点 的 变换 下 保持 不 次 ， 
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一 个 运动 ， 

简 言 之 : 

公理 1 次 动 构成 群 。 

公理 I 如 果 4 和 开 是 平面 上 任意 了 钠 个 不 同 点 ， 则 点 4 经 绕 
点 导 的 旋转 可 得 到 无 窍 多 个 位 置 ， 

在 这 个 平面 几何 里 ， 若 把 不 同 于 对 的 一 点 绕 点 时 的 所 有 旋转 
所 得 点 的 人 金 体 吊 做 一 个 次 贺 ?, 则 公理 工 就 可 有 以 下 的 形式 ; 

公理 耳 每 个 真 加 都 由 无 穷 杀 个 点 组 成 


在 叙述 公理 1I[ 之 前 先 给 出 以 下 定义 ; 

定义 ”假定 43 是 一 个 确定 的 点 对 ， 并 以 相 语 的 字母 表示 这 
些 点 在 数 平面 上 的 象 ， 分 别 利 用 = 和 8 描述 数 平 面 上 点 4 和 点 月 
的 邻 域 。 如 果 点 4* 属于 邻 域 <， 点 8* 也 咯 于 邻 域 B， 刚 称 点 对 
A*B* 位 于 点 对 4B 的 邻 域 of 内 , 且 邻 域 of 能 够 伍 骞 小 ,此 将 理 
解 为 , 4 和 8B 的 铝 域 c 和 8 分 别 能 够 任意 小 。 

令 ABC 是 这 种 几何 中 的 一 个 三 点 组 , 并 用 同样 字母 表示 这 
些 点 在 数 平 面 上 的 象 ， 以 x, F 和 7 分 别 表示 点 4, B,C 在 数 平 
面 上 的 三 个 邻 域 。 如 时 点 A* 属于 邻 域 <c， 点 8* 属于 领域 3， 点 
C* 属于 即 域 yx， 见 称 三 点 组 4*B*C* 属于 三 点 组 48C 的 邹 域 
apy， 且 表示 邻 域 of7 能 够 任意 小 可 理解 为 4,B 和 C 的 邻 域 o 
8,7 分 别 能 任意 的 八 。 

在 应 用 “点 对 ”和 “三 点 组 "中 ， 我 们 并 未 假定 两 个 点 或 三 个 点 
必须 是 不 同 的 . 

公理 UL ”如果 存 在 着 运动 全 任意 靠近 三 点 组 ABC 的 三 点 
组 ,经 运动 后 能 与 三 点 组 48’C' 任意 车 近 , 则 存在 一 个 运动 将 三 
点 组 4BC 恰好 变换 到 三 点 组 A B'C2, 


1) 木 文中 ,，“" 真 加 ”的 表示 捐 出 宫 是 以 这 样 的 方式 确定 的 图 形 。 并 将 证 明 它 同 档 
于 数 茵 、 对 表示 * 真 宇 线 ”(155 页 和 “ 真 线段 ”C174 页 ) 可 相应 地 阐明 。 

2》 胃 幸 所 翌 定 的 一 样 ; 对 于 充分 小 的 加 域 很 定 漠 足 公理 111 就 驶 了 ， 在 我 的 论证 
中 :可 和 作 某 些 变 更 使 在 那 音 用 时 仅 视 较 狼 的 假 近 ， 
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这 条 公理 可 简要 人 投 述 如 下 : 

公理 II 返 动 构成 一 个 闭 集 . 

在 公理 I 中 如 果 人 允许 三 点 组 的 某 些 点 可 以 重合 ,容易 得 到 公 
理 II 的 一 些 尘 殊 情 形 , 今 特 指 出 如 下 ; 

如 果 存 在 关于 点 村 的 旋转 使 任意 靠近 点 对 48 的 点 对 经 旋转 
带 到 与 点 对 4B' 任意 靠近 , 则 总 存在 关于 点 寻 的 一 个 旋转 将 点 对 
AB 答 好 带 到 点 对 A'B'. 

如 时 存在 关于 点 可 的 旋转 使 任意 靠近 点 4 的 那些 点 经 旋转 带 
到 与 点 直人 诗意 靠近 的 点 , 则 存在 关于 点 对 的 一 个 旋转 将 点 4 恰好 
带 到 点 A - 

在 今后 的 叙述 里 ,我 要 经 常 利用 公理 丽 的 特殊 情形 中 的 最 后 
一 条 ,在 那里 将 用 点 对 代替 点 各。 


现在 证 明 久 下 论断 : 

满足 公理 I 一 11I 的 平面 几何 或 是 欧 凡 里 得 平面 几何 或 是 井 雅 
六 -办 巴 切 夫 斯 基 玫 何 。 

如 时 我 们 希望 单独 得 到 欧 几 里 得 几何 ， 则 由 公理 工 仅 需 攻 加 
“运动 群 要 包含 一 个 正规 子 群 ”这 一 规定 ， 这 个 规定 代 闭 了 平行 公 
理 ， 

下 面 想 简略 地 的 运 一 下 我 的 论证 中 的 一 系列 想法 。 利 用 一 个 
特 狐 的 方法 在 任 一 点 好 的 邻 域 中 作 某 一 个 点 图 形 航 且 在 它 的 上 面 
确定 一 点 KC$1 一 2). 然 后 对 经 过 村 和 的 喜 圆 * 加 以 研究 (53). 
于 是 可 得 真 圆 * 是 闭 的 且 是 自 稠密 的 ， 即 它 是 一 个 完备 点 集 ， 

下 一 步 研 究 的 课题 是 要 论证 冲 副 * 是 一 条 闭 约 当 曲线”. 首 
先 能 做 的 是 要 证 实 真 圆 x 工 的 点 排列 顺序 的 可 能 性 C54 一 $5)， 从 


1) “运动 不能 使 两 点 | 同 相 互 任意 讲 近 ”这 是 1901 年 在 嫩 竹 要 Ges. 4 Wiss. 的 一 
个 纪念 会 议 上 。 在 我 的 报告 中 作为 一 个 将 殊 公理 的 淮 论 提出 的 ， 留 待 研究 的 是 在 什么 
范 医 或 在 包含 此 推论 在 内 的 师 些 要 求 下 :上面 公 至 III 能 斌 代 普 ， 

2) 参见 4 Sch5nflies 所 提出 的 有 类 似 间 的 的 一 个 有 起 的 短评 ，*tber einen 
gtrundlegenden Satz der Analysis Situs”, Gittinger Nachrichten, 1902, 有 有关 
进一步 的 说 明和 资料 在 Berichte der Deutschen Mathematiker_ Vereinigung, 补 
部 的 淘 《19087，138 页 和 178 页 . 
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而 但 到 真 加 x 的 点 到 普通 圆 上 的 点 之 闻 的 一 个 具有 唯一 的 遂 的 幢 
射 (5$6 一 $7)， 最 后 证 大 这 个 晓 射 必须 连续 (88)， 于 是 可 得 原来 所 
作 的 点 图 形 的 与 真 图” 是 恒 辣 的 4$9), 则 有 定理 趴 圆 * 内 的 每 个 
真 加 仍 有 基 一 条 闭 约 当 曲 线 (810 一 $12)。 

其 次 转 而 研究 饮 点 好 旋转 平面 将 身 圆 * 变 到 自身 的 变换 群 
《$137， 陛 群 具有 下 列 性 质 : 《1》 关于 点 在 的 每 一 个 旋转 若 怀 真 
加 xz 的 一 点 保持 不 动 则 其 所 有 点 都 保持 不 动 (§14)。(2) 总 存在 
一 个 关于 点 只 的 旋转 使 识 圆 * 上 任 一 给 定 的 点 变 到 * 的 任意 其 他 
所 ( 红 15),，(3) 关于 点 好 的 旋转 群 是 连续 的 (4$16)。 这 三 条 性 质 完 
全 决定 了 真 贺 * 到 目 身 的 床 有 旋转 对 应 的 变换 群 的 结构 。 由 紫 建 
宛 了 以 下 定理 : 真 圆 上 到 自身 的 变换 是 关于 点 邓 的 证 转 ， 它 组 成 
的 变换 群 是 全 而 同 构 于 普通 王 到 自身 的 普通 旋转 群 ($17 一 $18)。 

下 一 步 来 研究 平面 上 所 有 点 甘于 点 对 的 许 转 所 成 的 变换 群 。 
除 恒 同 变换 外 ， 下 述 定理 成 立 ; 不 存在 关于 点 好 的 证 转 使 真 圆 上 
的 每 一 点 都 保持 不 动 〈$19)， 现 在 可 以 看 出 每 个 真 圆 是 闭 约 当 曲 
线 , 并 得 到 关于 点 好 的 所 有 旋转 群 的 变换 公式 (3$20 一 821)。 最 后 ， 
得 到 这 些 定理 ;如果 在 一 个 平面 运动 下 任意 两 点 保持 不 动 ， 则 所 
有 点 保持 不 动 。 即 运动 是 恒 同 的 ， 平 面 上 每 一 点 经 过 一 个 适当 的 
运动 能 变 到 平面 上 的 另外 一 点 (人 22) 

下 面 重要 的 课题 是 定义 这 种 儿 何 中 让 直线 的 概念 ， 社 为 这 种 
几 条 的 构成 说 明 有 关 真 直线 的 必要 性 质 ， 其 次 定义 半 旋 转 和 线 股 
中 点 的 释 念 (523)。 一 个 线段 至 多 有 一 个 中 点 ($24)， 县 已 知 一 个 
线段 的 中 点 则 每 一 较 小 线段 世 有 一 个 中 点 ($25 一 -$26)， 

为 考察 线 正 中 点 的 位 置 ,有 关 真 居 相 切 和 的 几 个 定理 是 必要 的 ， 
且 首 先 要 想到 两 个 会 疝 的 贺 和 被 此 外 切 于 一 点 且 仅 切 于 一 点 的 作 轿 
《277。 其 次 引进 有 关内 切 圈 的 一 般 定 理 {$28)， 并 导出 一 个 定理 
的 特殊 情形 即 切 于 内 部 的 一 圆通 过 切 贺 的 中 心 ($29)。 

现 取 一 个 相当 小 但 确定 的 一 个 钱 锯 作为 单位 线 诬 ， 通 过 反复 
平分 和 半 旋 装 形 成 它 的 一 个 点 集 使 得 集合 中 前 每 一 点 都 对 应 着 .-… 
个 确定 的 旦 分 母 仅 为 2 的 等 的 有 理 数 ge〈《$30) ,在 建立 了 所 指定 的 
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现 则 以 后 4$312，* 结 果 集 下 的 点 在 宪 们 自己 当中 是 有 序 的 ， 在 那里 
前 座 想 贸 闻 定理 开始 起 了 作用 ($32). 现在 能 够 证 明 对 应 于 数字 ， 


地 于 的 那些 点 收 黎 于 0($33]. 这 个 定理 是 逐步 加 以 归纳 的 ， 
直到 着 出 集中 的 每 个 点 序列 收 敏 当 所 对 应 的 数 序列 收效 《834 一 


§35). 

在 作 了 这 些 准 备 久 质 ， 就 可 得 到 真 均 钱 作为 点 集 的 定义 ， 它 
是 由 两 个 基点 ， 通 过 重复 取 中 点 ， 作 半 旋 转 ， 并 启 加 所 得 点 的 全 
部 极限 点 而 生成 的 4$36)。 于 是 可 以 证 明 真 直线 是 一 条 连续 曲线 
《5 37)， 没 有 重点 (8 38)， 且 与 其 他 任 一 真 直线 至 多 有 一 公共 点 
《$39)。 进 一 步 可 以 得 到 点 直线 与 在 它 上 面 的 任 一 点 的 周围 所 作 
的 每 个 图 桐 交 ， 且 由 此 可 得 平面 上 在意 两 点 总 能 以 一 条 真 直线 联 
结 ($40)， 在 这 种 几何 中 也 可 以 看 到 尽管 含 同 定理 成 立 , 而 两 个 三 
前 形 合同 仅 当 它们 有 相同 的 定向 ($41》, 

关于 所 有 真 直线 的 相关 位 置 ,有 两 种 情形 圳 加 区 别 ,依据 平行 
公理 是 否 成 立 或 对 一 条 已 知 直线 和 线 外 一 点 是 否 存在 过 此 点 的 两 
条 直线 把 与 已 知 直线 相交 的 和 不 相交 的 直线 分 开 。 在 第 一 种 情形 
里 可 得 到 欧 几 里 得 几何 ,而 在 第 二 种 情形 则 得 饮 雅 义 - 罗 巴 切 夫 斯 
基 有 几何 ($42)。 


5 设 好 是 这 种 抱 何 让 的 任意 一 点 而 且 也 是 数 平 面 x,y 上 的 
象 点 。 其 次 的 课题 是 围绕 点 对 构造 革 些 点 图 形 最 后 这 些 图 形 实际 
上 将 是 关于 点 村 的 真 圆 . 

在 数 平 点 上 作 一 个 关于 点 好 的 “ 数 圆 *， 即 在 通常 度量 意义 下 
的 一 图 等 ,天 是 如 此 的 小 使 得 和 上 各 先 内 部 的 点 也 都 是 象 点 日 也 
有 人 策 外 部 的 点 , 则 在 只 内 存在 一 个 与 入 同心 的 加 + 使 得 经 过 关于 
点 凡 的 任何 旋转 硕大 的 所 有 象 点 仍然 在 咒 内 ， 

为 了 证 明 , 我 们 考虑 数 平 面 上 一 组 同心 圆 5 与, 的 无 穷 
序列 ,它们 共有 浙 焉 征收 伍 于 0 的 半径 。 现 作 相 皮 的 假设 ,如 蛙 这 
些 圆 中 的 每 一 六 经 绕 点 的 某 一 旋转 存在 一 个 每 点 落 于 图 先 的 
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外 部 或 到 圆周 上 . 信 4 是 位 于 图 六 内 部 的 一 个 象 ,在 许 转 Ai 下 它 
变 到 贺 县 的 外 部 或 保留 在 相同 位 置 。 设 想 每 个 数 图 从 点 对 到 每 一 
个 点 4 作 的 半径 r， 经 旋转 A; 变 为 曲线 ri。， 因 曲线 7i 经 过 从 点 
村 到 融 和 外 部 或 其 上 的 某 些 点 , 故 六 必 与 图 入 相交 ， 令 B 是 这 
样 的 一 个 交点 且 B 是 点 Bl, 3,, B;, -* :的 一 个 极 服 点 ”， 又 念 ri 
是 半径 rm 上 的 点 它 经 旋转 A 变换 到 点 Bi .因为 点 cu cayes，… 履 
合子 对 , 根据 公理 LI 存在 一 个 关于 点 庆 的 旋转 ,经 此 旋转 将 位 于 
画 局 名 上 的 点 变 到 点 必 。 这 与 上 面 所 给 适 动 的 定义 相 了 矛盾 ， 

$2. 如 同 全 所 规定 设 了 是 叶 内 的 一 个 数 融 并 满足 这 里 所 证 
明定 理 的 条 件 ， 因 此 + 内 所 有 的 象 点 在 关于 MM 的 旋转 下 仍 在 多 
内 ， 且 令 夭 是 上 内 的 一 个 数 苞 ， 所 有 它 的 点 在 基于 点 好 的 旋转 下 
仍 在 :内 。 简 言 之 ， 数 平面 的 点 部 被 丰 内 或 下 上 的 点 经 绕 点 大 以 
任何 方式 的 许 转 而 得 的 点 所 覆盖 。 由 公理 1 立即 可 得 这 些 禾 芋 
点 形成 一 个 闭 集 。 生 令 4 是 员外 部 的 一 个 确定 点 , 它 的 象 是 这 种 
几何 中 的 一 点 。 现 在 我 们 说 一 个 非 覆 盖 点 4 位 于 圾 之 外 是 指 如 
果 它 能 辕 4 以 仅 含 非 长 羡 点 的 约 当 曲线 相连 搂 。 特别 是 ， 数 圆 * 
外 部 的 所 有 点 一 定 在 引 的 外 部 。 每 个 到 盖 点 是 艳 上 的 一 点 是 说 
在 改 伍 点 的 每 个 任意 小 的 都 瑾 里 都 包 售 思 外 部 的 点 ， 在 息 上 的 
点 形成 一 个 闭 亿 。 如 点 了 既 不 在 南 外 部 也 不 在 算 上 则 说 这 点 
是 九 内 部 的 点 。 特 草地 ,所 有 覆盖 点 不 能 任意 靠近 非 覆 盖 点 , 例 
如 点 到 和 天 的 内 部 点 ,因此 一 定位 于 刀 内 ， 

§3. 我 们 注意 到 确定 z 的 过 程 在 线 点 好 的 旋转 下 点 4 永 不 能 
落 在 5 内 ,可 以 看 出 在 绕 点 的 每 一 个 旋转 下 嫩 外 部 的 点 仍 变 为 
奔 外 部 的 点 ， 奶 上 的 点 仍 变 到 婚 上 的 点 以 及 嫩 内 部 点 仍 变 为 
丰 内 部 的 点 ， 

根据 已 给 的 定义 ， 姑 上 的 每 一 点 是 -一 覆盖 点 ,而且 已 知 下 内 
的 点 也 位 于 笑 内 部 ,因此 就 有 以 下 的 结论 : 

对 于 感 上 的 每 一 点 下 存在 一 个 关于 了 村 的 旋转 AA, 使 经 旋转 后 


1) 在 这 上 下 文 里 ,机 限 点 是 猎 习 慨 上 PH 伐 的 聚 点 ， 


= 


位 于 名 同 界 上 的 一 点 区 ' 与 及 重合 。 数 回 直 的 半径 对 玉 经 许 转 
态 后 就 形成 一 条 连接 点 夺 同 大 上 的 点 下 的 约 当 曲 线 且 此 上 曲线 完 
全 位 于 碾 的 内 部 ， 

同时 可 以 看 出 数 贺 怀 的 局 界 上 至 少 有 一 点 习 在 航 上 ， 

将 点 条 与 在 氏 外 部 的 一 点 4 用 和 任 一 约 当 胆 线 连接 ,并 用 天 天 
示 此 同 线 与 研 的 交点 ,于 是 在 约 当 曲线 上 位 于 区 和 4 之 闻 的 所 有 
点 都 在 研 的 外 部 。 于 是 我 们 考 良 由 点 玉 经 关于 点 计 的 备 诬 转 而 
产生 的 所 有 点 的 集合 , 即 通 过 点 起 关于 点 村 的 真 圆 *, 这 个 真 圆 的 
所 有 点 都 在 饶 上 。 | 

由 公理 I， 真 贺 #* 包含 无 穷 多 个 点 。 如 果 KK* 是 真 圆 * 的 点 
的 一 个 极限 点 ， 则 由 公理 IIL 它 也 是 二 的 一 个 点 。 用 KK, 表示 真 回 
# 的 任 一 点 ， 则 在 完成 将 天 * 变 到 KK 的 关于 点 对 的 旋转 后 ,可知 
KK 也 是 真 圆 * 点 的 一 个 极限 点 。 如 此 可 得 下 面 的 定理 : 


棚 图 6 
真 贺电 肿 一 个 闭 的 且 自 稠 害 的 集合 ， 亦 即 是 一 个 完备 点 集 . 
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$4. 下 面 叙 述 的 最 重要 的 课题 是 证 明 丰 贺 * 是 一 条 闭 约 当 曲 
线 ， 而 实际 情况 也 就 是 真 而 “与 大 相 重 合 。 

首先 将 证 明 对 于 真 图 5 的 性 意 两 点 下 ,KK; 总 能 用 一 条 欧 当 曲 
线 连 接 ,这 条 曲线 除 油 点 处 全 部 在 胱 内部， 同样 这 条 约 当 曲线 除 
端点 外 也 可 全 部 在 外 的 外 部 。 

事实 三 ， 按 照 以 上 的 论点 ， 在 赵 内 部 将 中 点 对 分 别 与 玉 和 
K, 连接 成 约 当 曲线 MK 和 MK,， 并 在 曲线 MK， 上 宰 定 始点 在 
对 ， 终 点 在 村 KR， 上 的 一 点 P， 则 第 一 条 约 当 曲 线 的 纺 PK, 与 
第 二 条 约 当 曲 线 的 狐 PK, 一 起 形成 原 所 要 求 的 一 条 连接 曲线 . 

男 一 方面 ， 考 典 将 KK 变 到 玉 或 本 的 关于 点 村 的 旋转 ， 这 
样 由 点 4 产生 的 点 4, 或 4 (根据 $3) 落 在 研 内 部 ， 因 此 在 饭 外 
能 与 4 连接。 从 这 些 连 接 昭 线 和 约 当 曲线 ， 其 下 这 些 约 当 临 线 是 
由 $3 所 构造 的 约 当 曲 线 4K 经 旋转 而 得 到 的 ， 组 成 一 条 在 KK 和 
KK, 之 疗 且 完全 位 于 艳 外 部 的 约 当 曲线 是 很 容易 的 ， 

$ 5. 从 上 面 推导 出 的 定理 全 我 们 有 可 能 用 特定 方法 对 真 圆 
上 的 点 进行 排列 ， 

设 KE ,K,,K;,K 是 真 襄 * 的 任意 四 个 不 辣 点 ， 将 kK! 和 天 用 
完全 位 于 匡 内 部 的 一 条 约 当 击 线 5 即 在 K, 和 KK; 之 间 ) 连接 并 用 
完全 位 于 扑 外 部 的 另 一 约 当 上 曲线 连接 。 击 于 这 两 条 包含 端点 下 
和 KK, 的 连接 曲线 是 连续 的 ,它们 一 起 形成 了 一 条 闭 约 当 曲线 。 设 
以 上 述 方 式 从 Ki 和 KK, 所 生成 的 一 条 曲线 用 天 忆 ; 竣 孙 ,于 是 由 
熟知 的 约 当 曲线 定理 除去 已 天 ,的 整个 数 平 面 被 分 割 成 两 个 区 域 ， 
其 西 线 丽 无 的 内 部 区 域 和 外 部 区 域 ， 而 就 点 下 和 下 ,的 位 置 关 
系 现 有 两 种 可 能 。 第 一 种 是 点 K; 和 K, 不 被 曲线 天 EE; 所 分 离 ; 即 
它们 启 在 EE 的 内 部 或 外 部 ， 第 二 种 时 点 ;和 K, 被 曲线 局 
分 离 ， 即 矶 在 曲线 EE 的 内 部 而 KK, 注 矶 天 :的 外 部 或 是 相反 。 
如 果 用 另外 某 种 方式 连接 虑 KK, 和 K,， 使 其 中 一 条 路 径 完全 位 于 
嫩 内 , 另 一 条 完全 位 于 饶 外 部 , 则 容易 看 出 点 K; 和 下, 相对 于 新 
得 到 的 闭 约 当 曲 线 KK, 的 位 置 关系 ， 和 前 面 所 涪 的 相同 诚然 ， 
例如 策 一 种 请 形成 立 , 丙 点 KE,K, 都 在 已 忆 的 内 部 区 域 ， 并 用 位 
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各 内 弟 的 一 个 路 径 全 连 接 关 :各 若 。 此 路 证 区 禄 在 亲 量 线 
民 , 太 ;的 内 部 区 战 而 沿 其 余部 分 终 妆 达 加 到 内 部 区 域 ， 所 以 我们 
用 非常 接近 于 全 部 落 在 页 和 EK 内 部 的 六 ,Ki 强 段 的 一 个 路 径 
来 代 葵 路 径 下 位 于 忆 K, 外 妆 的 那 一 部 分 ,这 一 定 是 可 能 的 。 因 此 
在 ;和 之 同 这 样 折 产生 的 一 个 连 控 足 从 仇 * 也 完 金 位 于 禾 
和 天 大: 内 部 。 和 从 位 于 婚 内 部 的 此 线 KK; 的 藤 一 部分 及 位 于 笑 外 
部 的 曲线 KJK; 的 一 部 分 形成 一 条 新 的 闭 约 当 曲 线 KK 则 Wt* 
显然 是 在 新 约 当 折线 内 部 且 不 穿 过 寓 线 居 ,K; 的 一 条 连接 KK 与 KK 
的 路 径 , 即 KR 和 二， 确实 不 被 并 KK， 所 分 离 。 由 相应 能 解释 在 国 
外 部 天 和 下, 忆 不 被 曲线 KiK; 所 分 高 。 在 第 一 种 情形 下 可 简单 
卉 说 点 将 天， 交 不 被 点 对 天 ,天 所 分 离 。 于 是 在 第 二 种 情形 下 也 
可 简单 地 说 点 对 Ki,K; 被 点 对 天 天: 所 分 离 ， 
坝 作 关 王 点 好 的 某 一 证 转 ， 它 将 点 Ki,K,, ,区 , 变 到 点 Ki， 
扩 1， 开关 1。 证 意 到 旋转 是 定 多 为 妾 于 曾 上 具有 上 唯一 道 的 连续 变 
换 , 它 把 酸 内 部 的 点 变色 赵 内 部 的 点 , 姑 外 部 的 点 谈 为 嫩 外 部 
的 点 ， 于 是 可 得 两 个 点 对 Ki 天; 和 Ki;, Ki 是否 彼此 分 离 取 决 于 点 
对 KK 和 天 2 有 是否 投 填 分 离 ， 也 就 是 说 ， 在 关于 点 对 的 旋转 
下 ,点 对 KK ,Ei 和 攻 ;;Ki 的 相关 位 置 保 持 不 变 。 

应 用 类 似 的 方法 我 们 能 够 推出 一 些 定理 ， 它 们 对 应 闭 有 关 普 
于 村 本 的 局 务 上 点 对 的 相关 位 置 的 其 他 东 知 事实 ， 这 定理 是 : 

如 果 天天， 被 后 天 分离 ， 则 天, 天， 被 天 ,天 分离。 如 
林 天 ,天 被 KK,,Ks 分 离 且 天， 天， 被 区 ;5 民 ; 分离 , 则 天 区， 被 
KK,,Ks 分 离 。 

这 就 带 来 以 下 结 

真 园 上 的 点 是 循环 排列 的 ,也 就 是 说 ,关于 它 上 面 点 对 的 相 
互 分 离 情 况 恰 如 普通 数 贺 上 点 的 排列 情况 一 样 。 这 种 排列 在 真 遂 
甘于 中 心 半 的 旋转 下 操持 不 变 ， 

$6. 有 关 真 画 的 男 一 重要 性 质 操 述 如 下 ;: 

对 于 页 图 :的 每 一 点 对 总 存在 5 上 的 另 一 点 对 ， 而 这 个 韦 对 
分 离 前 一 点 对 ， 
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以 天 。 表示 真 圆 上 上 的 一 个 确定 点 ,并 设 Ki,KssKK 是 s 上 
任意 三 点 , 而 K, 是 否 位 于 天 和 天 ,之 闻 取 决 于 点 对 天, 天。 是 
否 分 离 点 对 KKK。 

若 作 与 以 上 断言 丰 反 的 候 定 ， 设 关 和 K 是 真 圆 站 上 的 两 点 
且 不 被 任意 点 对 分 离 , 则 由 所 作 的 约定 可 知 在 下 和 K’ 之 间 没 有 * 
上 的 点 ,车 进一步 假定 存在 一 点 K, 使 得 点 对 Ki,K 被 点 对 天， 天 
分 离 ， 若 不 是 这 种 情况 ， 则 在 以 下 讨论 中 可 以 交换 长 和 KK" 的 作 
用 。 其 次 我 们 选取 真 圆 * 的 一 全 收效 于 点 天 的 无 穷 点 序列 忍 ， 并 
用 位 于 走 内 部 的 一 条 曲线 和 位 于 络 外 部 的 一 条 曲线 连接 六 
和 KK'。 将 这 两 条 曲线 合并 一 起 得 到 一 条 闭 约 当 有 曲线 无 瑟 ， 它 将 
KK。 和 六 分 离 因而 也 必 将 收 语 于 点 KK 的 是 中 的 无 穷 多 个 点 分 离 。 
设 KK 是 序列 尺 的 这 些 点 中 的 一 点 。 因 为 瑟 在 臣 与 瑟 之 间 
而 不 在 玉 与 天 ' 之 闻 , 则 天 必 在 天 ， 和 天 之 闻 。 再 在 同样 地 用 一 


条 闭 约 当 曲 线 天 关连 接 KK 与 KK， 这 样 可 得 序列 尺 的 一 点 KE， 
它 位 于 KK, 与 K 之 闻 ， 等 等 ， 用 这 样 的 方法 我 们 可 得 一 个 无 穷 点 
序列 民 1, 民 2, 帮 -它们 中 的 态 个 点 都 位 于 它 前 面 一 点 与 天 之 间 ， 
并 且 它 们 收 化 于 点 天。 

现 作 关于 点 训 的 一 个 旋转 , 它 使 点 K 变 到 点 序列 Ki ,Ki,K;,** 
中 的 一 点 ， 记 为 外， 在 这 个 旋转 下 设 点 天 变 到 点 Ki;。 由 假设 
KK 和 天 不 能 被 任何 点 对 分 离 对 于 点 对 ,KK; 同样 成 立 。 由 于 
如 此 状 ; 必 与 天 -~ 或 熙 1 重合 或 位 于 外; ， 和 Kini 之 间 。 于 
是 在 尾 坷 情况 下 K; 都 位 于 天 -和 Ka 之 间 , 因 而 无 穷 点 序列 
Ki,K;, Kss Ky, K,, Kn,* … 也 其 这 个 人 性质， 即 点 序列 中 的 每 一 点 
都 位 于 它 前 面 一 点 与 天 之 间 ， 

现 将 证 明 点 序列 天 ,天 7 一世 必 收 敏 于 点 天， 事实 上 ,如 
果 点 下 ,Ki;KKn,-…* 有 一 个 异 于 点 KK 的 极限 点 如 ， 从 它们 之 中 选 
取 一 点 Ki, 由 于 KrinkKire Kirns 都 位 于 Ki 和 天 之 间 , 这 昌 
存在 一 条 闭 约 尖 曲线 居民 , 它 将 点 玉 。 同 点 Kim Kr Kiyyy 。 
分 离 , 从 而 世 同 点 只 分 离 , 即 8 必 在 Ki 和 关 之 间 。 鉴 于 点 KE， 和 
天 间 的 对 应 关系 可 得 点 如 也 落 在 点 天 ,天 天 和 天 之 间 ， 因 
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此 闭 约 当 曲 线 DR。 必 将 所 有 点 KK 天 Ko-… 同 天 分 离 ， 但 点 
下 到 ,个 能 收 族 于 下， 于 是 它 必 是 这 样 了 ， 

现在 考 虚 点 K;; Kis Ki : 妥 化 于 下 而 点 Ki,K;, Kis* * 根 
所 什么 同时 收 和 伍 于 天， 由 于 经 过 关于 村 的 旋转 点 及 变 到 下; 而 同 
村 K” 变 到 KK;, 则 由 公理 I 必 存 在 一 个 旋转 , 它 将 玉 和 K 同时 
变 到 公共 的 收 敏 点 及， 然而 这 与 旋转 的 定义 矛盾 ， 这 样 就 又 斥 了 
假设 而 完全 证 明了 本 节 开 始 提出 的 定理 。 

$7. 出 56 开始 的 定义 训 ! 果 糙 排 除了 点 KK 的 真 圆 上 作为 康 托 
尔 意义 下 的 一 个 有 序 点 集 ， 则 这 个 集合 的 序 型 是 版 性 连续 统 【 序 
型 )。 

为 了 证 明 首 先 变 确定 真 圆 的 一 个 可 数 点 集 3， 它 的 极限 点 形 
成 真 略 “ 自身。 根据 康 托 尔 2 集合 5 的 序 型 是 所 有 有 理 数 的 自然 
颗 庆 型 , 即 在 集合 5 的 点 与 有 理 数 之 间 可 以 这 样 想 立 一 种 对 应 ,如 
时 4,8,C 是 ?的 任意 三 点 ， 其 中 了 在 4 和 C 之 间 , 则 对 指定 的 
三 个 有 理 数 sg:5,c， 数 总 的 值 总 在 ec 和 ec 之 间 。 

令 天 是 真 贺 上 的 任意 一 点 但 它 不 属于 集合 5。 车 4; 也 是 5 
中 的 两 点 ,如 根据 KK 在 还 是 不 在 4 和 8B 之 间 , 分 别称 为 4 和 加 在 外 
的 蜡 仙 还 是 同 侧 将 对 了 中 点 的 这 个 约定 转 到 它们 对 应 的 有 理 数 
上 , 我们 就 得 到 有 理 数 集合 的 一 个 确定 的 戴 德 金 分 制 , 它 是 由 点 天 
诱导 出 来 的 。 令 由 此 分 割 确定 的 无 理 狼 对 应 于 点 KK。 

真 加 x 上 不 存在 两 个 不 同 的 点 KK 与 下, 它们 能 与 同一 无 理 数 
对 应 ， 事 实 上 , 如 果 作 一 条 闭 约 当 曲 线 KK 并 设 五 是 * 上 位 于 KK 
和 K” 之 闻 的 任意 一 点 ,因而 它 落 于 KK” 内 部 , 因为 虹 是 集合 5 
的 一 个 极限 点 ， 于 是 在 5 内 也 必 存 在 一 点 4 此 点 位 于 KK” 内 部 ， 
因而 想必 位 于 KK 与 K' 之 间 。 所 以 ， 有 理 数 4 对 应 于 点 4 就 暗示 
做 由 点 下 和 天 所 诱导 的 分 割 是 不 同 的 。 

反 过 来 ,我 们 将 证 明 , 对 每 一 个 无 理 数 x 真 圆 “上 存在 一 点 与 
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它 对 应 。 为 此 令 四 :ms@ 是 -一 个 递增 购 效 序 更 且 而 页, 矶 ，，…， 
是 一 个 递减 的 效 序 列 ， 它 们 每 一 个 都 收 伍 于 e， 作 依次 对 应 于 这 
些 数 的 点 4 As 4 和 BB B,'…… 并 用 长 表示 点 44, 4， 
有 4 BaB 的 任 一 极限 点 :点 天 必须 对 应 数 wa。 国 为 一 
股 地 讲 如 果 作 一 条 闭 约 当 曲 线 五 如， 则 点 而 AH 人 
Bins Bi Bit3,""…， 而且 也 有 极限 点 ,都 将 位 守 曲 线 8B, 的 内 
部 ， 亦 即 在 点 和 ,Bi 之 间 ， 轩 此 由 插话 导 的 分 割 人 局 是 确定 数 
的 ， 


现在 我 们 考 囊 性 一 个 普通 单位 数 贺 的 加 局 上 的 点 ， 指 定 这 些 
点 中 的 一 个 对 应 符号 士 c9 并 记 作 点 天 <-。 然 而 对 其 祭 的 点 对 应 于 
共有 连续 逐次 性 的 全 体 实 数 且 这 些 数 做 次 对 应 真 融 上 的 点 。 于 是 
得 到 以 下 结果 : 真 图 5 的 点 能 依次 映射 型 着 通 浊 位 数 圈 的 周 界 上 
的 点 且 映 射 是 单 值 可 过 的 。 

§ 8， 为 完成 54 所 提出 的 课题 仅 镜 下 去 证 明 记 得 跨 射 的 连续 
性 , 即 证 明 真 圆 上 沫 无 记 孙 的。 为 此 , 想 定 真 赔 * 的 点 是 由 数 平面 
的 坐标 *,? 所 确定 而 单位 数 圆 的 点 妨碍 以 基 一 固定 点 算 起 的 弧 长 
t 所 确定 , 则 证 明 +,y 是 :的 连续 冰 数 是 必要 的 ， 

现 令 和 Pa 5 是 收获 于 天 的 一 个 递增 或 递减 的 序列 且 
天, 天 及 是 分 别 对 应 于 这 坚 参 数值 的 真 圆 < 上 上 的 点 ， 并 念 
后 对 应 * 上 一 点 K*。 其 次 ; 令 旭 是 点 到, 有 ,下 ;,-…… 的 一 个 极限 
点 。 如 时 和 作 一 条 闭 约 当 曲 线 KK*, 则 点 天 ji+1y 玉 ;4135) 政 i+sa | 
及 它们 的 级 根 点 8 必 将 位 于 K;K* 内 部 , 即 点 如 也 将 在 K, 和 KK* 
之 闻 。 于 是 对 应 于 点 如 的 参数 信 + 也 必 ;: 在 tt 和 浇 之 间 。 如 时 
0 与 K* 重合 ,最 后 了 矛 眉 才能 解决 。 因 而 点 六， 天 KR … 收 敏 十 

。 至 此 , 关于 参数 : 的 冰 数 +,y 的 连续 性 得 以 完全 证 明 , 并 得 

到 $34 提出 的 作为 研究 中 第 一 个 重要 课题 即 下 面 的 定理 ; 

真 图 点 是 数 平 面 上 一 条 闭 约 当 曲线 。 

§$ 9. 现在 我 们 已 知 , 真 画 上 的 所 有 点 都 在 起 上 . 反 过 来 将 有 
铬 上 的 点 也 全 在 上 ,于 是 下 面 广泛 的 定理 将 成 立 : 

真 加 所 上 的 点 和 大 上 的 点 是 相间 的 ， 位 于 上 内 部 的 点 也 巧 
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妹 内 部 的 点 ,， 且 位 于 日 外 部 的 点 也 是 .下 外 部 的 点 。 

证 明 这 个 定理 首先 要 证 本 点 夺 ， 邵 真 加 上 的 ”中心 ”与 二 应 
紫 一 点 了 能 由 一 条 不 通过 真 贺 * 的 连续 曲线 连接 ， 

事实 上 ， 在 数 平 画 上 过 点 J 作 一 条 普通 直线 ， 称 它 为 “ 数 直 
线 ", 令 玉 ， 入: 蚌 这 条 数 直 线 上 的 两 点 ， 它 们 莫 从 点 了 开始 技 
两 个 方向 与 真 区 * 相交 的 点 。 因 为 天， 和 KK, 也 是 应 上 的 点 ; 它 
们 能 分 别 与 好 用 约 关 曲线 MK， 和 MK, 连接， 这 两 条 曲线 完全 
在 兢 内 部 且 一 定 不 通过 真 贺 x。 若 这 两 条 约 当 曲 线 之 一 与 线段 
KK， 相交 于 点 了 ， 则 强 段 MB 连同 线段 J8 形成 所 要 求 的 连 
接 路 径 。 另 外 ，MK， 和 MK 问 线 明天 天: 一 起 形成 一 条 闭 约 当 
曲线 7Y。 由 于 曲线 7 完全 在 数 圆 : 内 部 ($1) 因 而 位 于 数 圆 各 外 
的 一 点 4 一 定 不 能 与 ? 内 的 点 连接 而 不 穿 过 直线 7 的 一 点 ， 曲 线 
7 仅 包 含 走 内 的 点 , 酉 上 的 点 以 及 内 的 点 ， 由 于 从 4 开始 启 
面 各 点 是 易 接 近 的 ; 仅 罕 过 * 上 一 点 , 它 也 是 起 上 的 一 点 ， 完 全 
位 于 7Y 内 的 区 城 也 必 在 . 航 内 。 于 是 在 7 内 以 一 连续 路 径 连 接 M 
与 vY， 此 路 径 一 定 不 与 真 圆 * 相交 ， 洛 是 我 们 所 变 求 类 型 的 一 条 
路 径 ， 

由 此 可 以 推出 点 如 在 真 医 * 内 部 即 真 加 的 中 心理 在 它 的 内 


部 ， ， 
由 于 外 的 每 一 点 与 时 也 能 用 一 条 约 尖 上 临 线 连 瘘 ， 此 此 线 除 
去 端点 完全 位 于 榴 内 部 ,而 且 它 一 定 不 与 想 交 ， 姑 上 的 每 一 


” 点 必 在 上 上 或 在 * 内 部 。 如 果 存 在 级 上 且 在 * 内 的 一 点 PP， 划 


位 于 质 之 外 的 所 4 不 能 与 任意 靠近 P 的 点 连接 而 不 穿 过 真 阅 “ 
的 点 ， 然 而 ,由 于 * 的 每 点 是 履 盖 点 ,因此 不 能 是 妩 上 的 点 ,这 
是 一 个 矛盾 .于 是 颖 上 的 所 有 点 也 都 是 真 圈 * 上 的 点 ， 这 样 就 
完全 证 明了 以 上 的 论断。 

$10. 在 $2 里 ， 我 们 借助 一 种 可 千 的 作 路 由 数 圆 下 引进 了 点 
图 形 饭 ， 正 如 53 指出 的 ， 数 圆 大 至 少 有 一 点 在 嫩 上 而 其 他 点 
全 部 在 饼 上 或 在 移 内 且 由 引 知 道 颖 上 的 点 都 恰 是 真 贺 i 上 
的 成 ,前面 的 作 图 也 是 从 数 区 获得 真 圆 * 的 一 种 手中 , 它 是 环绕 


+ 6 和 3 ， 


数 画 是 与 其 外 切 的 一 茶 闭 约 当 册 钱 。 在 这 里 以 及 今后 约定 ， 若 一 
条 约 当 曲线 位 于 另 一 条 约 当 曲线 的 内 部 区 域 且 至 少 有 一 公共 上 成 ， 
财 称 第 一 条 曲线 对 第 二 条 曲线 内 侧根 切 ， 而 称 第 二 条 对 第 -一 条 曲 
线 外 伽 相 团 ， 

将 前 述 方法 稍 如 变更 ， 即 指定 下 内 及 开外 的 点 交换 一 下 它们 
的 作用 而 从 数 画 才能 放 另 一 个 真 加 .现在 我 们 将 数 平 面 上 的 点 叫 
做 桥 葡 点 ,: 如 果 它 们 是 从 下 外 或 下 上 的 点 以 任何 方式 关于 点 于 作 
旋转 而 得 到 的 .下 所 有 其 他 点 则 叫做 非 桥 盖 点 ., 若 一 非 覆 盖 点 与 点 
MM 能 用 仅 含 非 履 盖 点 的 一 案 约 当 曲 线 连接 , 则 称 此 点 在 KR 内 。 
在 研 内 部 点 的 界 点 称 汐 8 上 的 成 而 所 有 其 他 点 称 汐 RE 处 
部 的 点 。 类 似 于 43 一 49， 将 能 证 明 ， 艳 太 上 的 点 构成 一 个 美 于 点 
了 玉 的 真 夯 , 它 是 环绕 中 心 卫 的 一 条 亲 约 当 曲 线 , 且 位 于 数 圆 寺内 并 
从 内 者 与 它 相 茹 。 

$ 11. 现在 我 们 在 数 贺 殉 内 选任 意 一 条 包含 点 机 存 其 内 部 区 
域 的 闭 约 当 由 线 * 来 慌 蔡 数 贺 XX， 这 基 能 够 作 到 的 。 利 用 相同 的 
作 图 法 ;对 于 田 线 zx 我 们 得 到 一 个 确定 的 甘于 点 时 的 真 贺 , 它 环绕 
z 且 是 一 条 与 外 倪 想 雪 欧 闭 约 当 则 线 ， 以 及 一 个 确定 的 甘于 点 
对 的 真 图 , 它 位 于 ?内 且 是 一 条 与 # 肉 侧 相 茹 的 闭 药 雪 曲 线 ， 

还 庶 注 意 每 一 个 由 的 当 申 绕 z 这 样 作出 的 真 圆 记 能 由 数 圆 作 
出 .我们 仅 需 在 已 知 的 真 贺 内 选 一 个 数 贺 旦 它 与 真 贺 内 俩 相 切 或 
是 一 个 环绕 真 圆 与 它 外 合 相 切 的 数 加 .对 于 两 信者 是 财 约 当 曲线 
的 真名, 无论 它 们 环绕 同一 个 数 网 还 是 完全 位 于 数 留 内 , 共 且 都 与 
它 相声 它们 共有 一 公共 点 因而 是 逢 周 的 . 

$ 12, 现在 我 们 将 无 竺 殊 困难 可 以 证 明 一 个 重要 的 结果 .过 
上 内 性 一 点 了 ,基于 起 肛 的 夯 个 丰 国 ,如 同 在 $11 中 斯 作 的 真 国 一 
样 , 焉 是 包含 点 肝 在 内 的 闭 约 当 册 线 ， 

为 了 证 明 , 一 方面 考 臣 所 有 关于 点 对 的 真 图 ,它们 是 闭 约 当下 
线 并 且 不 包含 (或 不 环绕) 点 P， 我 们 称 它们 为 第 一 种 真 圆 。 另 一 
方面 考虑 所 有 是 闲 钓 当 曲 线 且 包 舍 (或 环绕 ) 点 王 的 真 圆 ， 并 将 它 
们 称 为 第 二 种 真 圆 ， | | 
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普 先 。 考 虑 由 每 个 中 心 为 W 的 数 贺 所 生 成 的 环绕 真 加 并 仔细 
考虑 由 第 一 种 真 贺 所 产生 的 数 图 ， 然 后 对 这 些 数 图 找 一 个 界 图 
#， 即 包含 所 有 数 圆 的 最 小 的 一 个 数 辕 ， 所 有 小 于 8 的 数 贺 则 给 
出 第 一 种 走 贺 。 如 果 由 数 贺 8 产生 的 喜 图 > 不 经 过 点 P， 它 也 就 
不 能 团 线 该 点 ， 因 为 若 点 了 在 7 内 , 则 可 作 一 条 全 部 在 > 肉 朋 ( 环 
弹 ) 点 MM 和 点 了 的 闭 约 当 曲 线 ,从 它 就 可 短 到 包 图 它 的 真 贺 ， 因 为 
这 个 真 辆 确切 地 位 于 数 圆 & 的 内 部 区 域 ， 则 此 真 加 能 由 小 于 f 的 
数 辐 生成 而 且 它 应 包含 点 P。 这 是 不 可 能 的 。 因 为 ， 如 上 上 面 记 
提 到 的 ,所 有 关于 点 要 的 真 历 者 是 闭 约 当 曲线 ,它们 也 由 关于 点 了 
的 数 圆 产生。 很 明显 ,由 8 产生 的 真 图 是 第 一 种 真 圆 , 它 包 国 了 第 
一 种 的 其 他 所 有 真 圆 . 

另 一 方面 ， 从 考察 中 心 为 的 数 权 生成 的 识 贺 且 它 不 包围 数 
略 , 出 利用 类 似 方法 能 够 证 明 存 在 第 二 种 的 一 个 真 圆 , 它 被 第 二 种 
的 所 有 其 他 真 较 所 包 力 ， 

如 果 这 样 找到 的 两 个 真 界 贺 丰 通过 点 P， 则 在 它们 之 间 的 环 
形 城内 可 作 一 约 当 曲线 .利用 所 给 方法 , 它 一 定 能 产生 一 个 本 身 是 
闭 约 当 曲线 的 真 贺 ， 但 它 既 不 是 第 一 种 也 不 是 第 二 种 ， 这 是 一 个 
了 矛盾， 因而 在 本 节 开 始 记述 的 论 新 得 以 证 明 ， 

5 13. 在 前 面 已 经 得 到 以 MM 为 中 心 入 经 过 « 内 部 点 的 真 圆 的 
重要 性 质 , 议 后 将 转 到 对 运动 群 的 研究 ,而 所 有 的 运动 是 平面 上 关 
于 点 机 使 真 团 * 变 到 自身 的 旋转 ， 

令 真 图 上 上 的 点 依照 88 的 斤 述 有 序 地 觅 射 到 单位 数 加 的 图 
周 .上 的 点 :于 是 对 每 一 个 平面 上 关于 点 对 的 旋转 A 对 应 着 一 个 
将 单位 贺 上 的 点 : 变 到 自身 的 具有 唯一 逆 的 连续 变换 ,因由 弛 真 
咖 上 点 的 肘 序 在 流转 下 保持 不 变 , 收 依 $7 参数 值 : 的 顺序 在 旋转 
下 也 保持 不 变 。 这 个 变换 能 用 公式 表示 为 

A) 
这 里 Akp 是 连续 的 递增 或 递减 函数 ,而 当 自 变 量 增 加 2 时 ， 它 
的 第 也 豆 变 Dre, 
对 于 自 变 量 ， 增 大 嘎 数 值 碱 小 的 函数 A(r)， 相 应 的 是 改变 
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真 加 定向 的 变换 , 且 由 于 对 关 动 所 采取 的 定 多 , 它 的 定向 必须 保持 
不 变 , 故 得 当 上 增 大 时 冰 数 ACD 必 总 增 天 ， 
s$ 14. 现在 提出 这 樟 一 个 问题 ,对 所 有 关于 点 对 的 旋转 所 成 的 
群 中 是 否 存 在 一 个 旋转 ， 在 该 旋转 下 使 真 贺 5 的 一 点 4 能 保持 不 
变 。 设 点 4 对 应 的 参数 信和 是 + 一 a, 并 设 它 在 适当 旋转 和 下 不 变 ， 
这 个 旋转 用 公式 表示 为 
1 = ACr) 
又 令 8 是 真 加 上 的 任 一 点 ， 它 对 应 的 参数 值 是 + 一 8 并 在 旋 
转 A 下 它 改变 位 置 ， 不 失 一 般 作 ,我们 假定 5 之 a。 
Akta) 及 它 的 遂 鳌 数 AD 随 变量 + 的 增 大 而 增 天 .由 于 
Ato 一 4a， 我 们 能 够 逐步 推出 所有 的 值 能 用 莱 考 符号 表示 为 
ACB), AACE) 一 BRB) MB) ATCB), A Eb), A NS), +. 
它们 都 小 于 a。 当 AC8) > 5 时 , 则 值 
ACE) ,AE) AKC 二 
构成 一 个 单调 递增 数 序列 ， 当 AC 站 过 5 时 对 于 值 序列 
ATCE) ,A Hb),ATD), 


则 同样 成 空 。 

从 这 些 事实 可 以 断定 在 第 一 种 情形 下 对 连续 实施 旋转 上 和 
在 后 一 种 情形 A(&) 其 有 负 指 数 的 乘 千 符号 两 者 必 趋 于 一 个 极限 
值 g， 而 8 或 在 & 和 5 之 间或 与 a 重合。 如 果 # 对 应 于 真 加 < 上 
的 基点 GG，。 则 态 具 有 正 或 负 指 数 的 方 军 组 成 运动 ， 在 这 些 运 动 下 
点 最 后 村 变 到 任意 邻近 避 的 那些 点 ， 同 时 将 G 的 任意 小 邻 域 内 
的 点 仍 保 留 在 人 的 任 演 小 邻 域内 。 因 而 ， 由 公理 由 必 存 在 将 上 8 
变 到 避 且 同时 保持 G 不 变 的 一 个 运动 。 但 这 与 运动 定义 相 了 矛 慎 。 
因此 怪 持 点 4 不 变 的 恋 转 变 措 和 访 必然 深 持 真 国 闫 的 所 有 点 不 变 ， 
即 对 真 园 5 来 说 它 是 怪 同 变 搁 , 

$ 15. 从 其 圆 的 定义 以 下 事实 是 显而易见 的 : : 

总 存在 一 个 关于 点 冒 的 旋转 将 真 加 上 & 的 任 一 已 各 点 口 变 到 它 
上 上 面 田 一 已 知 点 8。 、 

3 16. 现在 将 是 于 有关 真 图 到 自身 的 运动 群 的 其 他 性 成 ; 


* 了 看 所 


设 口 9， 7,Z 是 次 加 上 四 个 点 ， 使 得 经 弱点 导 的 旋转 将 0 
变 到 $8 而 T 向 Zz 移动， 这 祥 世 的 位 置 由 点 0,3、T 唯一 决定 。 举 
B 图 定 让 3 和 了 了 洛 真 融 移 动 ， 则 由 8 和 人 的 连 锯 变动 也 产生 乙 的 
连续 变动 。 

为 了 证 明 这 个 论断 ， 选 择 收 效 于 点 3 的 一个 无 穷 点 序 列 9， 
S939 及 收 误 于 点 了 的 无 穿 点 序列 了 ,,T, Ti 。 用 AAA:， 
A .表示 关于 点 MM 的 放 转 ,经过 这 些 旋转 ， 交 到 5. 65,,， -并 
设 点 革 ,TT sy" 依次 经 旋转 Al,A,,A，:- “于 为 扎 Z 21 Za 
于 是 必须 证 明 点 zi,Z:，Z， 收效 于 Z。 设 Z* 是 点 Zi，Z:， 
zs 的 一 个 极限 点 ， 由 公理 II1， 则 存在 一 个 关于 点 媒 的 旋转 
将 口 变 到 且 同 时 多 了 变 到 Z8*。 如 此 看 来 Z* 被 唯一 决定 且 与 
Z 恒 同 。 

$17. 在 $14 一 $16, 我 们 已 经 得 到 将 真 图 5& 变 到 自身 的 所 有 旋 
转 作 成 的 群 具有 以 下 性 质 : 

1 除 恒 同 变 柳 外 、 不 存在 关于 点 对 的 旋转 华 真 贺 = 上 -一 点 保 
持 不 窑 ，。 

2. 如 果 侣 ,5 是 真 圆 * 的 任意 两 点 , 则 存在 一 个 美 于 点 于 的 族 
转 将 口 变 到 ?， 

3- 在 关于 所 对 的 一 个 旋转 下 口 问 3 移动 同时 工 变 到 ZZ。 如 来 
3 和 了 在 * 上 连续 改变 它们 的 位 置 , 列 由 ,5$,T 唯一 地 确定 点 世 
在 上 上 的 一 个 连续 变动 。 

这 三 条 性 质 完全 决定 了 变 痪 ACz) 的 发 的 结构 ， 而 这 些 变 次 
对 应 着 真 加 到 其 自身 的 运动 。 于 是 有 下 述 定理 : 

真 加 三 到 自身 的 所 有 运动 组 成 的 群 ， 其 中 的 运动 是 关于 点 本 
的 旋转 ,与 数 轿 到 自身 的 关于 点 梧 的 普通 旋转 所 成 的 群 同 招 。 

518. 假定 将 喜 贺 x 上 具有 参数 值 0 的 点 口 恋 到 具有 参数 值 s 
的 点 $ 的 关于 点 对 的 旋转 由 以 下 变换 公式 袁 示 

AC,r), 
取 ACr,0) 一 *。 于 是 根据 旋转 群 的 已 有 性 质 看 到 ACr,sy) 是 变量 
5 的 单 值 连续 函数 。 这 上 时 也 得 到 , * 由 在 2x 借 煞 以 内 的 两 个 对 
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应 值 1 和 所 唯 -- 确 定 。 上 述 孙 数 A(z,s) 在 1 是 常数 + 增加 
时 或 仅 是 单调 递增 或 仅 是 单调 说 碱 , 吕 因 上 一 0 时 ， 它 变 为 后 必 
出 现 第 一 种 情形 。 现 
BCE > ACO AC I) = 4,1 > 0) 
且 电 圣 
AClx ,ys) = 27 + AC = 2 二 4 
于 是 有 
站 (2 2x) = 4 
当 : 由 0 增 到 2x 时 ，+ 的 单 变量 函数 AC1, 1(>) 在 0 到 
4x 上 旧 有 单调 递增 性 质 。 故 即 得 下 述 结论 ; 
对 给 定 的 任意 正 数 ”所 2x， 有 且 仅 有 一 个 正 数 + 使 得 
BC = 
1 之 了 ， 参 数值 1 对 应 真 区 上 的 一 点 ， 使 之 经 关于 点 型 的 旋转 点 
fi 一 移 到 点 上 且 同 时 点 上 移 到 点 地， 
设 对 使 
BC 一 27 


的 + 值 用 (二 ) 表示 ;而 使 
sp 全 
的 + 值 用 9 (二 ) 表示 ;使 
的 + 值 用 9 ( 点 ) 表示 ,……; 此 外 令 
全 人 


这 里 # 是 整数 , # 是 大 于 或 等 于 1 的 整数 ， 且 令 
PD 0 pA) = 2 


“16%* 


靖 数 中 于 于 分 母 是 2 的 方 医 的 所 有 有 理 数 都 这 祥 一 喜 的 潮 
定 ， 

若 > 是 小 于 1 的 一 个 任意 正 变量 , 今 将 0 展 成 二 进位 分 式 的 
形式 


一 全 十 取 十 至 十 ， 
23 


这 里 所 有 的 zayzs… 表示 数字 0 或 1 。 因 为 序列 的 数 


?2 


非 碱 且 每 项 都 小 于 或 等 于 w(17， 它 们 赵 向 于 一 个 极限 ， 记 为 
ez， 函数 plo)》 是 随 自 变量 增加 而 单调 递增 的 , 以 下 将 证 明 
Ptr) 也 是 连续 的 。 倘 若 plo) 在 一 点 确实 不 连续 ， 


c 一色 十 了 十 有 十 ,一 To 一 L 笃定 


2! 2 23 的 立 六 a 
如一 和 各 + 
出 两 个 极限 


Lo 人 和 mw( 2 


CE 此 下 的 


必 不 同 ,因而 对 应 于 参数 


的 


的 无 穷 点 序列 与 对 应 于 参数 


的 无 穷 点 序列 ,它们 必 收 全 于 不 同 的 点 . 将 点 一 史 (各 到 点 
+ ~ (各 守 人 ) 的 旋转 同时 将 点 :一 w (三 实 到 点 er 
且 因 数 序列 p ( 工 )， 9 (所) 9 (去 )…” 是 单调 肖 碱 而 这 些 参 
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数 所 对 应 的 点 序列 必 收 总 于 -点 4， 于 是 由 经 常 适 用 的 基于 公理 
HE 的 论断 ,上 述 的 两 个 无 穷 点 序列 也 必 收 伍 于 同一 点 ， 

因 函 数 pCo) 是 单调 递增 且 连 续 , 故 它 有 -一 个 单 值 且 连 续 的 
逆 ， 

将 点 # 一 0 实 到 点 + 一 (名) 的 绕 点 M 的 旋转 同时 也 将 点 


:一 9( 佐 ) 变 到 点 :一 9 (如 十 全}, 其 中 如 是 某 整数 、 凤 尖 


?一 c 时 ，9 (全 ) 政策 于 pc) 且 同时 (经 二 到) 收 素 于 
w ( 钴 十 中 由 公理 存在 着 将 点 :一 we) 变 到 :一 gp(o) 
且 同时 将 点 + 一 (经 ) 变 到 点 + 一 (如 十 o) 的 一 个 旋转 , 亦 即 


的 wo) -s(t 


且 丙 员 是 连续 随 数 , 则 对 于 任意 参数 rc 有 
ACPLT), Po) — plr+t oo) 
出 已 证 结果 ,在 变换 公式 
= ACt,s) 
中 , 对 1,#,s 如 果 引 进 新 参数 rr 并 利用 具有 唯一 首 的 某 函 
数 中 连同 


一 多 一 Cr 一 (2 
则 旋转 公式 可 用 新 参 煞 太 成 
fr 一 工 十 吕 


这 个 害 理 证 明了 $17 中 所 述 论断 的 正确 性 。 

将 参数 w 一 2ra 末代 替 = 且 将 w 称 为 真 国 * 上 点 OCo 一 0) 
与 点 $( 即 0) 之 疗 的 衣 或 弧 长 ,而 将 点 OCo 一 0) 变 到 点 了 ( 即 
2 的 旋转 称 沟 真 加 上 到 自身 经 角 中 的 一 个 旋转 ， 

si9、 由 $17 中 定理 的 证 明 , 有 关 真 加 到 自身 的 旋转 的 研究 于 
已 完成 。 考 起 到 411 和 $12 可 以 看 到 ， 所 利用 的 结论 和 对 真 图 证 
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明 的 结果 对 于 含 在 « 之 内 关于 点 对 的 记 有 和 真 圆 也 副 旦 正确 的 。 

由 平面 上 绕 定 点 站 的 旋转 生成 所 有 点 的 变 痪 群 将 转 到 其 后 名 1 
依次 证 明 下 述 定理 。 

已 起 关于 点 朵 的 真 圈 产 是 外 含 筷 则 的 闭 约 当 曲 线 ， 则 除去 恒 
同 变换 外 ， 不 存在 关于 点 好 的 笠 面 该 转变 换 使 真 图 所 上 每 点 保持 
不 变 . 

为 了 证 明 ， 令 关于 点 M 且 保持 上 上 每 点 不 变 的 一 个 旋转 用 M 
表示 。 首 先 作 与 论断 相反 的 假定 ， 在 上 上 存在 着 任意 靠近 点 4 的 
点 ， 而 这 些 点 经 过 旋转 M 改 变 了 它们 的 位 置 ， 作 关于 点 4 的 真 阿 
<， 并 经 过 在 旋转 M 下 变动 位 置 的 一 点 , 即 该 真 回 “是 足够 小 ,为 
了 按 上 面 要 求 它 满足 814 由 的 定理 ， 由 $12 可 知 这 样 作 是 可 能 
的 ， 令 8 是 此 图 “ 与 的 交点 ， 则 旋转 M 立 即 可 扒 述 为 真 圆 = 到 
自身 的 一 个 旋转 且 保 持 点 B 不 变 ， 然 而 由 514， 在 该 旋转 下 a 上 
的 所 有 点 都 保持 不 变 ， 这 就 出 现 矛 盾 ， 因 此 第 一 个 假定 不 成 立 ， 

更 作 关 于 点 到 的 闭 约 当 曲线 的 一 个 集合 ， 其 中 包括 x， 并 使 
党 中 的 一 条 或 完全 包含 或 完全 围绕 另外 的 曲线 ， 因 此 过 数 平面 的 
每 一 点 有 且 仅 有 集中 的 一 条 此 线 通过 ， 现 作 与 寸 述 论断 相反 的 候 
定 ,在 此 集合 中 有 一 杂 位 于 FF 内 或 # 外 的 曲线 2, 使 得 在 上 和 4 之 
闻 的 环形 越 中 的 所 有 点 在 每 一 个 旋转 M 下 保持 不 变 ， 而 任 童 毕 近 
曲线 4 存在 着 在 每 一 旋转 M 下 都 变动 的 点 ， 

仿 4 是 4 上 一 点 而 任意 邻近 该 点 的 都 是 经 竣 续 M 可 变 动 的 
点 . 作 关 于 点 4 并 经 过 一 个 可 变动 点 的 一 个 真 贺 <， 并 且 它 是 足 
叉 的 小 以 便 对 它 可 应 用 $14 中 的 定理 ， 由 于 这 个 足够 小 的 真 帮 在 
任何 情况 下 都 经 过 环形 域 的 部 分 区 域 而 该 区 域 在 运动 M 下 保持 不 

变 , 运动 凡 能 立即 被 描绘 成 真 图 " 到 其 自身 的 施 转 ,在 此 旋转 下 a 
的 无穷 多 个 点 保持 不 变 。 然 而 ， 由 514 “的 所 有 点 在 MT 下 都 必 保 
振 不 变 , 十 是 出 现 了 和 矛盾 ,这 就 证 明了 在 所 有 旋转 M 上 平面 上 的 点 
都 保持 不 变 。 

4 20. 现在 作出 以 下 秆 要 论断: 

斋 个 真 国 是 一 条 闭 约 当 曲 线 。 关 于 任 一 点 慎 所 有 真 国 的 集合 


-ti + 


随 清 整个 平面 因而 关于 时 的 楷 个 真 图 或 色 售 或 图 并 每 一 个 其 他 故 
加 。 芜 于吉 型 平面 的 旋转 A[ow] 的 全 休 能 表 赋 变换 公式 的 形式 

| fr ye) y EC, Ym), 
其 中 XY 也 > 3 都 是 平面 内 可 的 坐标 且 frg 有 是 三 个 变量 yy 
中 交 章 值 连续 西数 。 此 和 时, 财 每 点 Y7， 就 自 变 量 吕 洲 讲 画 数 让 
8 的 最 小 联合 周期 是 2r， 即 真 轩 上 的 每 一 点 是 一 次 且 议 一 次 地 
队 让 Cx3y)》 及 从 日 到 2 范围 内 每 次 名 的 取 值 而 得 到 ， 最 后 对 
该 转角 为 oo 的 两 个 旋转 的 合成 岂 下 公 臣 成 主 

页 [a]Afo] = Afwo wl] 

$21. 为 证 明 所 述 论 断 ， 首 先 仍 要 考 开 $3 到 $18 所 研究 的 美 
二 点 好 的 真 图 x*， 它 是 一 条 闭 约 当 昌 线 并 考察 该 加 到 其 自身 的 梭 
转 。 按 8$18 引进 的 前 w， 对 于 0 到 2x 之 闻名 的 一 个 特定 值 唯一 
确定 真 圆 到 自身 的 一 个 运动 。 然 而 ， 对 真 辕 到 其 自身 的 每 个 旋转 
. 权 对 应 一 个 确定 的 关于 点 村 平 面 的 话 转 ， 因 为 按照 $19 由 真 贺 * 
上 所 有 点 保持 不 变 整 个 平面 上 所 有 点 都 保持 不 变 。 所 以 在 420 的 
变换 式 中 所 给 的 函数 f,g 对 关于 点 放 的 一 个 平面 上 的 旋转 来 讲 是 
x,ysw 的 单 值 通 数 , 且 对 于 台 而 言 , 它 的 周期 是 2x， 

其 次 将 征明 f,g 是 x#,y,w 的 连续 函数 。 为 此 ， 令 口 是 上 上 
的 性 高 一 点 ， 且 令 由 oa 是 收 化 于 定 值 w 的 无 窍 数 序列 ， 
日 TT,,T,;- 基 政 倒 于 某 点 了 的 平面 上 的 无 穷 点 序列 ， 利 用 以 
点 口 经 旋转 角 CC 0 “ 作 的 旋转 所 产生 的 点 以 S135»* "* 
表示 ,从 点 Ti,T,,T,;-… 分 别 又 经 过 旋转 me 所 产生 的 
点 分 别 以 21; 2;，2,，" 表示。 最 后 ， 令 点 0 和 点 了 经 旋转 衣 为 
oa 的 一 个 旋转 所 产生 的 点 分 别 以 3 和 之 天 示 ， 则 证 明 点 2Z,, 2;， 
Z,，…… 收 敏 于 点 Z 就 足够 了 ， 

因 点 了 7T:7 收获 于 点 T， 可 以 确定 一 个 包含 所 有 点 
于 ,TY 在 内 的 约 当 区 域 G，。 对 于 这 样 的 约 当 区 域 作 
一 个 将 点 口 称 到 点 5 的 旋转 。 令 以 这 种 方式 由 局 构成 的 约 当 区 域 
用 电表 示 ，H 包含 点 帮 和 点 Z。 最 后 ， 作 一 条 包含 整个 区 域 五 在 
内 的 闭 约 当 井 线 <， 也 就 是 说 约 当 曲线 w 包含 区 城 晶 且 玉 中 的 点 
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在 该 曲 强 上 。 

， ”我 们 将 证 明 点 序列 Z,， 21,Z,,…… 中 的 点 仅 有 有 限 个 落 在 “ 
的 外 部 ， 事 实 上 , 假定 点 序列 中 有 无 穷 多 个 点 Z,,,2;,,2;,，""" 落 
在 s 的 外 部 , 则 点 邓 与 点 Yi 可 由 GG 内 的 一 条 约 当 曲线 7; 连接 ， 
并 对 曲线 7; 作 一 旋转 角 为 mm 的 旋转 ， 雇 这 样 方式 得 到 的 曲线 
连接 了 点 MM 与 点 za， 因而 与 曲线 «相交 于 荣 点 Bi， 令 A; 是 
7s 上 的 一 点 ,此 点 经 旋转 骨 为 wi, 的 旋转 变 到 8,。 因 所 有 点 4,， 
二 ,4 都 在 G 内 且 所 有 点 Bi,Bi,B,，… 都 在 a 上， 就 存在 一 
个 指标 的 无 穷 序列 如 合 得 A 
一 点 要 4， 此 点 落 在 G 内 或 G 的 边界 上 , 且 同 时 Bs Bs, Bias"* 
收敛 于 a 上 的 一 点 B。 而 点 ;54,5,，……- 收 颌 于 点 5 由 公理 JI 
必 存 在 关于 点 对 的 一 个 旋转 ， 它 将 点 口 移 到 点 $ 且 同时 将 点 4 牧 
到 点 B。 然 而 这 是 不 可 能 的 。 在 这 样 的 旋转 下 点 4 必须 变 到 女 内 
或 及 边 界 上 的 一 点 ， 但 8 是 帕 线 = 上 的 一 点 而 完全 包含 区 域 右 
在 它 内 部 , 

这 样 就 看 出 ,点 集 ZiZ:Z.，… 必 全 部 落 在 某 约 当 区 域内 ， 

现 令 Z* 是 点 集 Z1,Z1;Z,，"-- 的 一 个 极限 点 。 因 点 序列 5， 
8 六 有 收 敲 于 点 53， 由 公理 开 存在 着 关于 点 好 的 一 个 这 转 ， 
在 此 旋转 下 点 口 变 到 点 8 且 同 时 点 了 变 发 点 Z*。 然 而 ,因为 在 关 
于 点 好 且 将 口 变 到 8 的 旋转 下 ， 了 必 变 为 了 ， 考 虑 到 上 面 证 明 的 
函数 jf,g 的 单位 性 ，2* 一 Z， 亦 即 点 集 2Z13229Z;，*""*"， 仪 积 罕 
于 一 点 5。 于 是 证 明了 函数 1f,g 关于 +,y,w 是 连续 的 . 

我 们 将 位 于 圆 < 内 或 外 的 平面 上 和 任 一 点 卫 的 坐标 代 人 阴 数 六 
# 中 的 *y。 这 样 得 到 关于 4 的 函数 作 w)，gCw) 不 能 有 任意 小 
的 联合 周期 。 因 它们 是 中 的 连续 函数 ,于 是 它们 必 都 是 常数 ;但 另 
一 方面 在 关于 点 村 的 所 有 旋转 下 ,点 了 应 保持 不 变 , 它 与 公理 1 和 矛 


盾 . 因 此 ,函数 代 w) ,gCw》 的 极 小 联合 启 期 必 为 至 的 形式 ， 这 


里 # 是正 整 数 。 天 得 过 点 了 的 真 留 泌 公 式 小 为 
#— {0), y= gCm) 
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这 至 的 取信 是 从 0 到 节 。 这 个 西关 导 尖 的 且 无 重点 ， 因 而 它 
表示 过 点 了 秀 真 闻 ， 对 平 忆 作 一 个 旋转 角 为 芭 的 旋转 ， 草 过 ? 攻 


真 医 二 的 计 有 点 都 保 洗 不 变 ， 昌 由 $3 可 关乎 疝 工 所 有 点 必 织 和 持 
不 变 ,然而 走 贺 = 上 的 点 保 圭 不 变 仅 当 = 一 I， 国 下 ,4204 中 所 述 
定理 的 论断 得 以 完全 证 明 . 

$ 22. 更 在 容易 看 到 以 下 结 藉 的 正确 性 : 

落 在 一 平面 运动 下 佳吉 两 点 保持 不 变 ， 则 平面 上 所 有 点 保 笠 
不 变 , 印 此 运动 是 恒 同 的 ， 

经 过 一 个 运动 ( 指 两 个 旋转 ) 平 西 上 产 一 点 可 记 到 平面 上 其 他 
性 一 点 ， 

第 一 个 结论 由 $20 的 定理 立即 可 得 。 

第 二 个 结论 由 以 下 事实 扒 由 ， 关 于 两 点 中 的 每 一 个 点 作 真 图 
且 通 过 另外 一 个 点 ,这 两 图 必 相 交 。 

$23. 人 下面 最 重要 的 评 题 是 在 这 全 于 条 中 引进 真 直线 概念 且 
对 这 种 几 柯 的 研究 导出 必要 的 沪 质 ， 

- 为 此 ,引进 以 下 术语 ; 如果 4 中 和 ,8 训 尖 对 象 点 ,者 
一 个 运动 货 得 4 变 为 4 且 平 变 为 BB， 则 称 ( 真 ) 线 眉 4B 合同 
于 ( 记 为 三 X 识 ) 线 外 4 B， 具 外 ,如 果 存 在 一 个 运动 ， 将 图 心 和 
真 圆 本 埋 分 副 变 为 另 一 个 走 画 的 通 心 和 辫 月 身 ， 划 称 此 略图 相互 
合同 

六 个 人 这 入 入 为” 周一 个 诞 续 ， 池 当 重 复 
实施 这 个 旋 较 结果 是 恒 同 的 ， + 4,8,0 是 三 个 点 ， 使 得 经 过 
美 于 点 吾 的 洲 旋 转 4 想到 ， 生计 公 1 4， 则 称 也 是 
线 般 4C 的 中 心 . 

如 果 一 点 局 在 关于 点 4 且 过 点 再 的 颠 区 条 内 部 勤 外 部 ， 则 分 
别称 线 女 4C 较 小 于 或 较 大 于 线段 483。 为 了 用 类 似 方 法 对 和 尾 
意 线 段 或 圆 定 义 “ 较 小 于 ”和 " 较 天 于 "的 概念 ， 将 它们 实施 这 样 的 
机动 , 集 得 在 次 运动 下, 线 眉 的 交点 或 图 的 中 心 分 关 变 到 中 内 点 ， 

$ 24. 一 真 钱 腿 4C 至 多 有 一 个 中 点 ， 估 内 AC 有 滴 个 由 点 ， 
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用 刀 和 子 分 别 表 示 美 于 这 两 个 中 点 的 半 旋 转 , 则 积 HHi! 案 
示 保 持 点 4 和 点 C 不 变 的 运动 ， 这 样 由 $22, 得 到 H,Hi! 是 恒 同 
的 且 用 符号 1 表示 ,于 是 有 
HH 1, 好 H.-H 

两 个 中 心 重合 。 特 别 地 , 可 导出 下 述 结果 : 

如 果 两 个 线段 合同; 则 它们 的 一 半 也 合同 ， 

$ 25, 为 了 进一步 的 研究 需要 下 述 引 理 : 

令 点 有 于 点 用 且 点 M1, M,, MM …" 收 化 于 
点 对 。 如 果 经 甘于 点 M; 的 半 旋 转 点 A 蛮 为 BJ， 则 点 B,, 8B, 
B:，…… 收 总 且 超 于 一 点 如 ， 此 点 是 由 4 经 美 于 点 虹 的 半 旋 转产 生 
的 。 

可 以 找到 一 个 约 当 区 域 , 信 所 有 点 DB B 都 落 硅 其 内 . 
部 。 应 用 在 $21 中 对 点 Z,,Z,,2Z,，*…' 的 同样 论述 就 可 证 实 这 一 

现 令 B* 表示 点 也,B;B,,* -的 一 个 极限 点 由 公理 JI 必 
存在 一 个 运动 ,将 三 点 4,M,8* 分 别 变 到 三 点 B*,M,4， 也 就 
是 说 ，B* 是 由 4 经 关于 村 的 半 庭 转 而 产生 ,而 8B 也 是 由 4 经 关于 
MM 的 半 旋 转产 生 的 ,页 有 8* 一 下， 因而 证 明 得 以 完成 , 

$26. 爹 计 是 某 线段 4A4B 的 中 点 。 我 们 将 证 明 较 小 于 AB 的 
每 一 线段 AC 也 有 一 个 中 点 NN， 

为 此 ， 作 由 点 4 到 点 好 的 任 一 连续 曲线 Y+， 且 对 7 上 的 每 一 
点 杠 '， 确 定 一 点 BF， 使 得 MY 成 为 48' 的 中 点 ， 于 是 ,从 $25 
所 证 的 引 理 可 以 推出 , 点 8 的 轨迹 是 一 连续 时 线 Y”Y， 假 定 沿 曲 
线 7 点 好 赵 向 于 点 4、 则 曲线 7 终止 于 点 4， 如 果 不 是 这 
种 情形 , 设 M3, 要 ;, M,，… 是 7 上 旦 收 伍 于 点 4 的 无 穷 点 序列 , 旦 
Bi,B,,8,," 是 和 上 相应 的 点 。 设 B81;B1,8;，*** 有 异 于 点 用 的 
一 个 极限 点 A， 则 可 扒 测 ,存在 一 个 运动 , 它 使 任意 欧 近 于 4 的 
基 些 点 仍 任意 的 近 于 4 有 且 同时 使 4 任意 赵 近 于 4#， 则 根据 公理 
I1。 由 荣 斤 转 , 4 应 保持 不 变 但 同时 变 到 A4*， 这 无 论 吉 何 是 不 可 
能 的 ， 
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由 于 假设 46G 较 小 于 .48， 作 关于 4 用 过 写 的 址 圆 必 与 连 撑 
并 与 8 的 连续 曲线 ” 相交 于 基点 BE。 在 曲线 YY 上 对 应 于 该 点 的 
点 计 ” 是 真 线 侦 4AB” 的 中 点 ,又 因 AC5 于 4R ， 则 私自 AC 的 
中 点 六 可 由 对 ”利用 关于 4 适当 的 旋 辕 而 获得 ， 

利用 关于 中 点 浆 的 半 旋 转 ， 线 筑 AC 变 到 CC4, 由 上 面 所 证 
的 定理 可 推 得 : 

线 眉 AC 人 重合 同 于 线段 C4， 如 果 线 颁 4C 较 小 于 线 眉 
A8。 这 是 $26 开始 所 假设 的 . 

同时 能 够 看 出 , 若 点 Ci,C,,C,,…… :趋向 于 点 4, 则 线 妈 AC,， 
ACy AC,,- … 的 中 点 wa “ :也 趋向 于 点 4A, 

$27. 为 了 进一步 研究 有 头 真 圆 相 切 的 某 些 定理 是 必要 的 , 且 
首先 要 注 站 的 是 ， 两 个 彼此 合同 的 且 仅 外 切 于 一 点 的 图 的 作 图 。 

为 此 , 选取 一 个 如 此 小 的 加 二 ， 生 得 在 其 内 部 不 容 有 含 同 于 
§ 26 中 所 假设 的 线 眉 。 在 $11 中 的 定理 指出 这 蚌 可 能 的 ， 因 为 点 
4 和 点 B 能 被 不 同 的 移动 而 趋 这 于 点 对 。 令 上 是 在 wx 内 与 它 同 
心 的 夯 。 在 图 &. 上 性 取 队 点 , 且 以 它们 为 心 , 作 两 个 如 此 小 且 合 同 
的 贺 “ 和 8， 使 得 位 于 «内 而 在 x* 上 的 任意 二 点 在 # 上 的 点 有 序 
的 章 头 下 , 永 不 能 被 位 于 六 内 而 在 * 上 的 任意 两 点 所 分 离 . 且 令 所 
选 的 轴 «和 8 能够 如 此 小 ;使 得 它们 全 部 位 于 况 x 内 ， 这 样 , 在 
0 内 而 在 4 外 取 一 点 PP ， 并 在 8 内 且 在 5 内 取 点 R', 以 PP 和 
R” 为 心 , 作 两 个 合同 的 且 如 此 小 的 邮 x” 和 po， 使 得 x” 全 部 比 
在 & 内 太 在 tt 外 , 看 p' 金 部 在 内 且 在 * 内 。 作 关于 & 的 中 心 的 
旋转 , 使 图 < 变 到 与 赔 上 相 外 切 的 图 ~” 。 而 这 些 切 点 形成 一 个 
集 , 以 了 表示 。 

因 根 据 圆 x 和 的 选择 ， 在 * 上 上 没有 集 8 中 的 两 点 能 被 集 T 
中 的 一 对 起 所 分 离 , 于 是 ,可 利用 关于 区 的 中 心 的 平面 旋转 将 s 上 
集 8 的 最 外 点 之 一 同 * 上 上 集 节 的 最 外 点 之 一 覆盖 ， 通 过 这 种 方式 
3 中 其 他 的 点 都 变 到 不 同 于 他 中 的 点 。 由 这 个 旋转 圆 ”” 变 基 与 
辜 相 切 ， 在 这 种 方式 下 重 台 的 点 C 是 唯一 的 切 点 ， 令 二 囊 示 新 
位 置 的 圆 *” 并 用 己 和 六 分 别 表示 = 和 PP 的 中 心 。 
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附加 17 


钢 将 证 明 切 点 上 必 是 两 个 后 站 了 和 六 间 的 中 扎 ， 事 实 上 ， 涛 
虞 到 * 的 选择 ,线段 PR 必 小 于 定 线 段 48。 因此 ,由 $26 可 知 


PR 有 一 中 点 


; 记 为 C*. 于 是 ,由 关于 C* 的 半 旋 转 ， 两 圆 x,p 


中 的 每 一 个 变 到 另 一 个 。 因 点 C 是 两 个 贺 * 和 2。 的 公共 点 ， 所 以 
在 这 样 的 半 旋 转 下 , 它 也 应 变 到 两 个 圆 zx 和 ?的 公共 点 中 的 一 个 . 
因而 ， 在 这 个 半 旋 转 下 应 保持 不 变 ， 因 此 在 完成 这 旋转 时 它 与 点 


C* 必 重 合 ， 


而 上 面 


面 所 证 的 定 


同时 得 到 下 述 结论 ; 


与 贺 z* 外 雪 于 志 CC 的 加 PP 是 由 7 经 绕 7T 上 一 点 忆 的 旋转 击 得 
到 ， 除 去 品 不 存在 其 他 的 贺 它 与 工会 同 且 与 未 外 饭 于 长 各 且 仅 切 


于 点 局。 


§ 28. 此 外 ,下 述 定 理 成 立 : 
3 如果 任 一 图 包含 于 圈 壬 且 与 它 相 二 ， 则 公 茹 于 一 点 。 


为 了 证明 起见 , 假定 8 ,9 是 男 和 的 两 个 不 辐 著 点 ， 作 
关于 92” 的 半 旋 转 ,在 这 半 旋 转 下 ， 
F 蛮 为 说 且 与 x 仪 相 妇 于 二 9， 
J 丰 且 ; 灾 为 辕 1， 它 位 于 x 内 因 
和 全 部 在 工 外 .两 网 开 和 一 仪 于 
点 8 相 针 。 现 作 关 填 圆 = 的 中 心 
的 旋转 ,经 该 旋转 日 变 为 9',， 由 开 
坟 生 成 的 画 ” 完全 落 在 < 内 ， 因 
而 也 在 ”外 ，* 与 ” 仅 相 急于 点 
叉 ， 于 是 有 两 个 加 “和 六 都 与 它 
们 合同 的 图 ”外 切 于 点 允 昌 促 切 
于 点 9。 这 与 $27 中 定理 相 矛 技 ， 

如 果 芝 较 小 的 圆 来 礁 代 < 和 和 pp，、§27 和 $28 所 述 的 结论 奶 保持 
正确 ， 

$529. 令 P 了 是 $527 所 作 加 7 的 中 心 旦 久 是 x 上 一 版 ， 此 外 , 令 
口 是 任 意 一 点 。 我 们 采用 $26 末 的 推论 和 $20 中 的 定理 ,如同 $27 
可 以 确定 如 此 靠近 0 的 一 点 ,使 得 以 线段 OE 的 中 点 艇 为 心 
或 关于 M 通 过 0 和 E 所 作 的 贺 ;的 内 部 不 存在 与 了 9 合同 的 线 
段 。， 对 每 一 个 点 玉 ， 如 它 比 雪 靠 近 02， 并 作 相 应 的 画册 
工 述 论断 也 同样 成 立 。 

于 是 痊 下 述 定 理 ; 

以 OE 《或 OBE') 的 中 点 闻 (或 本) 为 心 的 天 (或 的 完 
会 包含 于 以 口 为 心 县 过 吾 《 或 BE 人) 的 国内 ， 而 且 它们 公 在 点 焉 
《或 百 》 相 殷 。 . 

为 此 ,首先 作 关 于 如 的 图 w， 使 它 包 沪剧 : 且 导 时 与 。 相 切 ， 
该 网 o 必 较 小 于 圆 x*， 否则 , 作 关 于 口 、 合 司 于 = 的 圆 必 落 在 网 
.< 内 部 。 因 而 , 在 “内 应 存在 与 PQ 合同 的 线段 ,这 是 不 可 能 的 ， 


附 图 18 


1) 选择 关于 口 的 萝 % 在 其 内 部 不 存在 会 同 于 P9 的 线 归 ， 以 表示 该 图 的 一 个 
露点 、 该 图 内 的 每 一 点 及 第 个 界 点 同 口 相 连 傅 省 一 个 线 骂 ， 它 的 中 点 而 必 在 内 ， 
以 村 ”为 必 过 0 的 昼 和 以 口 为 心 过 对 ”的 回 是 台 同 的 . 


了 8 ~ 


根据 $28 所 证 定理 , 圆 。 与: 仅 能 有 一 个 靳 点 念 它 为 己 ， 赫 已 


冰 疗 汪 了 ， 作 基于 M 优 EE 起 于 0 的 一 ww 

个 族 转 ， 在 这 旋转 下 口 衫 到 鸭 : 上 异 于 

点 五 | 的 一 点 E,。 因 线段 OB 合同 于 ' 
EO， 因 而 也 合同 于 OE;， 则 五 ;也 必 y 
是 癌 @ 上 的 一 点 ， 这 与 以 下 事实 相关 


和 后， 已 起 两 同和 :的 仅 有 公共 点 亦 
即 较 串 经 过 点 吾 ， 于 是 论断 得 证 。 

§ 30. 在 下 面 的 论述 中 ， 首 先 利 用 欠 图 19 
$ 29 中 所 作 线 让 O5 ,并 指定 数值 0 秆 1 分别 对 应 点 0 和 .然后 
作 OE 的 中 点 且 指 定 它 对 应 数值 1/2, 于 是 线段 (0,1/2) 和 (1/2， 
1) 的 中 点 分 别 对 应 数值 1/4 和 3/4, 因 而 指定 线段 《0,1/4),(1/4 
1722 《112,314),《314,1) 的 中 点 分 别 为 数值 1 18,318,5/8,7/. 
等 等 。 此 外 , 作 整 个 线 届 (0;, 1) 关 于 点 口 的 半 旋 转 且 一 般 指 定数 候 
一 a 对 应 的 点 十 由 对 应 于 数值 e 的 点 所 产生 。 然 后 作 关 于 点 1 的 
一 个 半 旋 转 且 一 般 指 定数 宣 2z 一 e 对 应 的 点 是 由 对 应 数值 e 的 点 
所 产生 。 这 样 灾 替 实施 关于 点 和 点 这 样 的 半 旋 转 ， 并 以 数 来 
对 应 新 产生 的 点 ， 直 齐 每 一 个 分 母 为 2 的 方 第 的 有 理 数 a 被 指定 
对 应 一 个 确定 点 为 止 . 

§ 31. 从 这 个 对 应 不 难 了 解 以 下 规则 ; 

通过 襄 数 a 所 对 应 的 点 的 半 旋 转 ,每 点 * 变 到 点 2 一 x。 
此 , 若 作 关于 点 0 = 0 的 半 诡 转 , 然 后 作 关 于 点 e 的 半 旋 转 ， 则 每 
点 * 变 到 点 x 十 26， 

§32. 为 建立 由 数 所 对 应 的 点 之 闻 的 硕 康 及 比较 介 于 这 些 点 之 
电 的 线 眉 ,将 采用 $29 中 所 述 有 关切 圆 定理 ,方式 如 下 : 

以 点 0 为 心 ; 过 点 112 的 周 完 全 包含 以 点 114 为 心 ,过 点 17Z 
的 图， 而 它 完 全 包含 以 点 118 为 心 ， 过 点 2/8 一 114 的 圆 及 以 点 
318 为 心 , 过 点 48 一 1/2 的 图 ,这 样 所 得 的 两 个 圆 依次 包含 以 点 
1116 为 心 , 过 点 2116 一 118， 以 点 3116 为 心 , 过 点 4/16 一 174， 
以 点 57116 为 心 ; 过 点 6416 一 378 及 以 点 7116 为 心 ， 过 点 8716 一 
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41/ 的 加 等 等 ， 于 是 我 们 可 以 看 到 ， 线 眉 人 0;,112) 大 于 所 二 形 如 
《0:o7 的 线 恕 ,只 上 更 是 
一 个 分 母 为 2 的 方 罕 卫 
其 值 小 于 112 阴 正 有 理 

而 且 ; 以 点 0 为 心 ， 
过 点 114 的 加 包含 以 点 
1/8 汐 心 ,过 点 218 一 1/4 
的 贺 ， 侧 第 二 个 贺 本 
身 包 含 以 点 1716 为 心 ， 
过 点 2116 一 1/8 的 圆 
及 加 点 3116 为 心 ; 过 点 

附 图 20 4/16==1/+4 的 加 .这 样 

- 所 得 到 的 哆 依次 包含 更 
小 的 图 ， 其 中 心 分 别 为 点 1132,3/32,，5/32,7/32 等 等 。 因此， 可 
以 看 润 线段 (0, 44) 大于 所 有 形 如 (0,a) 的 强 席 ， 内 此 是 一 个 分 
母 为 2 的 方 堪 用 其 值 小 于 114 的 正 有 理 数 ， 

以 下 考虑 以 点 口 为 心 , 过 点 178 的 圆 , 它 包 省 以 点 1116 为 心 ， 
过 点 2716 一 178 的 圆 并 县 它 又 依次 包含 更 小 的 圆 ， 其 中 心 为 点 
1/32, 过 点 2/32 的 图 等 等 。 因 此 ,看 到 线段 (0,118) 大 于 所 有 形 如 
《0 ,a) 的 线段 ,内 误 4 是 一 个 分 母 为 的 方 赛 旦 其 值 小 于 188 的 正 
有 理 数 ,将 叶 过 程 继 继 下 去 ,我 们 得 到 下 面 的 一 般 结果 : 

如 要 让 是 一 个 分 母 为 2 的 方 冤 且 其 值 小 于 1728 的 有 理 数 ， 则 
线段 (0,8) 总 小 于 线段 (0 722m)。 

$ 33. 纲要 梳 次 证 骨 下 述 引 理 : 

对 应 于 数 112:114，1134) 1 站 6 的 点 妆 效 于 志 口 。 

硅 则 , 因 线 段 C0,1/12),(0,114),C0,1/18),《0,1/16),… 是 单 油 
弟 威 , 点 112,1/4,1/8,… 必 在 以 点 口 为 心 的 真 圆 * 上 有 它们 的 极 


限 点 ， 于 是 令 站 ， 二 ， 二 起 收 倒 玫 上 上 -点 天 的 点 序 


+ 全“ 


1, 自 令 点 l … 收 茹 干 一 个 胡 限 点 K*。 由 425 


i 2 +1 地 了 3 十 1 


中 定理 可 以 得 到 K* 应 足 强 妥 OFR 的 中 点 。 由 $27 未 所 得 结 果 ， 
这 与 天 * 也 在 加 x 上 鸭 事 实 相 矛盾 . 

34. 设 py oa 是 分 大 为 2 的 方 时 的 正 有 至 数 。 如果 
无 穷 发 序 下 oasso '* 收 北 于 上 0, 则 与 其 相应 的 点 序列 也 妆 效 于 
虞 0。 

为 此 ,我 们 选 整 指 效 各 ,h,，"**， 便 得 


ma< i, a 上，m 一 生 
Za I 2 
， 一 . 收 伍 于 0 .因由 832 定理 ,点 qm 落 在 


以 0 为 心 ,过 点 去 的 涟 内 , 且 由 $33 所 证 引 理 ,以 O 为 心 ,分 别 过 
点 5 让 二 的 各 圆 收效 于 0， 论 新 立即 得 证 。 

$ 35. 最 后 以 下 定理 成 立 . 

证 Qs00y09""* 是 分 荐 汐 2 的 方 夫 和 且 站 均 于 某 一 实数 5 的 一 
个 有 理 开 的 天 穷 摩 列 , 则 对 应 的 中 序列 而 y929099""* 灿 上 收 训 于 某 个 
确定 点。 

为 此 ; 作 和 相反 假设 ,如 果 对 于 点 mymse，…. 存 在 两 个 不 周 的 
极限 点 7” 和 了"; 令 贞 aryayyeo 收 总 于 了 而 点 ds ao 
ar 政和 伍 于 “。 根据 $31 中 所 指出 的 对 于 每 个 点 a， 在 在 着 出 
其 个 半 旋 转 所 组 成 的 -个 运动 , 客 将 点 ev， 变 到 点 or 一 ai, 同时 
将 点 ai 变 到 点 ov 一 a1， 在 指标 增加 情况 下 数 cv 一 of 与 数 
av 一 a 一 样 部 能 任意 则 趋 于 0， 于 是 根据 $34 的 定理 能 够 看 出 
存在 一 个 运动 , 它 使 与 了” 任意 伟 近 的 点 且 同 时 也 与 了 ”任意 对 
近 的 点 部 任 总 地 靠近 于 点 O。 利 用 基于 公理 1 的 一 个 常用 的 结 
论 即 知 这 是 水 可 能 的 ， 

$ 36. 若 将 点 序列 a1,64,4,，… 的 收敛 点 以 数 e 表示 ， 则 每 个 
实数 对 应 着 平 吓 上 的 一 个 确定 点 。 记 有 这 些 点 的 集合 称 为 真 直 
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线 ,因此 真 直线 可 被 理解 为 点 的 全 合 , 它 是 由 两 个 点 口 , 通过 二 
复 取 中 点 ， 进 行 半 共 转 及 由 这 种 方式 产生 的 所 有 点 的 部 近 扒 全 部 
又 限 点 所 组成 。 从 这 些 真 直线 的 适 动 而 产生 的 点 的 一 茹 集 含 也 称 
为 真 直 线 。 每 务 真 直线 被 它 上 的 每 一 点 划分 为 两 条 射线 (或 半 
绕 )。 

$ 37. 利用 $ 25 中 的 引 理 不 难 硅 到 在 关于 真 直 线 上 任 一 点 a 
的 闭 旋转 下 , 点 x 变 到 点 2a 一 +。 在 完成 关于 点 口 和 点 的 两 个 
半 旋 转 时 ,点 x 灾 到 点 x 十 24a， 

由 § 35 中 定理 不 难 推 出 即使 D1 "是 收 放 于 #4 的 任意 
数 , 则 它们 的 对 应 忆 a,as0,，…* 总 下 化 于 对 应 点 a， 即 真 直线 是 
连 埠 曲线 ， 

§ 38. 假定 存在 两 个 数 4 和 b， 它 们 表示 走 直 线 上 同一 点 了. 


点 “二 是 线 妥 (oj8) 的 中 点 且 必 与 与 点 了 重合 ， 同 样 地 ， 对 两 


个 线 眉 (a， 9 十 4) 和 (5 二 名 ， 5) 的 中 点 即 点 < 涉世 和 4 十 逆 


也 是 成立 的 ， 由 重复 取 中 点 不 难看 出 凡 形 如 4 十 ee& 的 所 有 


点 都 与 点 P 恒 同 ,其 中 4,,8。 是 其 和 为 2* 的 正 整数 。 由 $37 得 
到 ， 在 数 。 和 数 5 之 闻 的 全 体 实数 都 对 应 于 直线 上 同一 点 P， 这 
个 矛盾 的 说 法 表 肯 真 直线 没有 重点 。 同 时 也 能 看 出 真 直线 不 能 重 
可 到 它 钨 自身， 

和 39. 两 荣 直 线 至 多 有 一 公共 点 ， 

事实 上 如 果 它 们 有 两 个 公共 点 4 各， 并 设 这 两 点 在 一 直线 
上 对 应 着 数 a 和 4&， 而 在 另 一 直线 上 对 应 着 数 a 和 乡 ， 则 由 $24 
可 知 两 个 中 点 < 半 上 和 全 二 如 应 互相 重合 ， 如 534 通过 重复 取 
中 点 ， 用 类 似 的 方式 能 够 推出 e 和 上 之 间 的 所 有 点 或 a 和 之 
间 的 所 有 点 都 在 这 两 条 直线 上 ,因而 这 些 直 钱 是 恒 同 的 - 


$ 40， 丙 直线 和 关于 其 上 任 一 点 口 的 每 个 园 相 交 ， 
事实 上 ,， 作 相反 假定 仅 有 了 丙种 可 能 情形 ， 或 存在 关于 点 0 的 
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一 个 贺 :， 真 直线 5 与 它 相 窗 而 与 关于 点 口 图 绕 上 的 国都 不 交 ; 
或 存在 一 图 “，8 与 二 术 交 而 与 关于 点 O 位 于 “内 的 所 有 疼 部 相 
交 。 

因 根 据 真 直上 绕 8 结构 的 性 质 ，8 总 能 从 它 的 每 点 延伸 ， 且 如 
$ 38 所 述 它 能 没有 重点 。 于 是 在 第 一 种 情形 中 存在 着 关于 点 0， 
在 * 内 的 一 个 团 ，& 与 该 贺 相 交 于 在 0 同 仙 的 两 点 4 和 站， 其 中 
下 基 在 的 延长 线 上 在 4 之 后 且 在 上 内 非常 刻 近 于 4 的 一 点 。 作 
关于 点 0 的 一 个 旋转 , 它 将 点 4 变 到 点 8， 则 直线 8 变 为 另 一 直 
线 ， 它 与 8 不 仅 交 于 0 也 交 于 8B。 根据 $39 所 证 的 定理 这 是 不 可 
能 的 ， 

在 第 一 种 情形 下 令 下 是 与 直线 & 任意 绥 近 圆 s 上 的 一 点 ， 作 
关于 点 天 小 于 < 的 真 圆 r* 且 与 8 相交 于 一 点 村 ， 作 关于 点 村 大 
于 x* 市 小 于 * 的 回 ~*， 因 圆 = 大 于 夯 xz*,x 就 包含 了 点 及， 又 
因 z 小 于 加 x*， 由 所 华 的 假定 连同 上 面 业已 证 明 的 命题 表明 过 M 
的 直线 8 仍 位 于 = 内 ,从 它 的 一 个 方向 或 男 一 方向 延长 ,#8 过 x* 上 
一 点 而 离开 x 县 不 回 和 到 wx。 然而 ， 因 假定 8 是 任意 靠近 位 于 xz 内 
的 点 玉 ， 则 它 必 包 含 点 天 。 这 和 现在 的 假设 矛盾 . 

因为 关于 一 点 所 有 图 的 集 舍 无 间隙 地 覆盖 了 全 平面 ， 由 前 所 
述 也 可 看 出 ,这 种 平面 几何 的 两 个 点 总 能 以 一 条 真 直线 连接 ， 

41. 现 在 私 需 证 明 硒 这 种 几何 中 合同 公理 成 立 。 

为 此 ， 选 择 一 个 确定 的 真 圆 * 并 对 上 上 的 点 按照 $18 引进 参 
数 @@ 来 替 示 ， 攻 w 取 值 由 0 到 2*， 则 直面 * 将 给 予 一 个 定向 ， 由 
这 个 参数 的 引进 对 于 与 < 合同 的 每 个 其 他 真 国 也 将 得 到 一 个 确定 
的 定向 ， 如 按 $22 由 连续 实行 两 个 旋转 将 已 知 面 的 中 心 与 匣 * 的 
中 心 租 合 而 得 到 的 一 个 定向 ， 因 为 根据 本 文 开始 对 旋转 的 定义 不 
可 能 按 相 反 的 定向 使 圆 * 与 它 本 身 重 合 。 干 是 对 每 个 圆 诚然 存在 
一 个 确定 的 定向 ， . 

现 从 同一 点 计 引 两 条 射线 ,而 它们 不 能 构成 一 条 真 直线 , 作 一 
个 关于 MM 合同 于 的 图 ,并 固定 由 射线 将 圆 所 划分 的 一 部 分 ,使 这 
部 分 对 应 小 于 x 的 参数 区 间 ， 于 是 暗示 定向 的 规定 是 沿 定 浙 从 二 
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射线 之 一 到 蜀 一 条 ， 二 射线 分 别 叫 做 它们 所 成 茧 的 右 伽 边 和 诺 侧 
边 ,而 角 的 取信 在 参数 区 间 (<x) 内 ， 由 运动 的 定义 十 是 可 得 关 
于 两 个 三 角形 的 第 一 合同 公理 有 如 下 形式 : 

落 对 两 个 三 前 形 ABC 和 AB'C 以 下 合同 式 

AB= AB', AC= AC'’, YBAC a XBAC’ 
成 主 , 且 AB,A'B 和 AC,A'C 分 别 对 应 并 BAC 和 六 BAC' 
的 右 俩 这 和 在 向 边 , 则 合同 式 

XABC = YABC', YACB= YACB, BOCmBC’ 

§42. 在 $30 一 $40 里 已 定义 了 真 直 组 并 导出 了 它 的 性 质 有 两 
种 情形 必须 划分 ， - 

第 一 种 精 形 ， 假 定 过 一 点 仅 存 在 一 条 直线 与 已 知 直 线 不 相交 
《平行 公理 )。 于 是 对 这 个 平面 来 讲 ， 在 本 书 正文 (第 一 音 ) 所 建立 
的 全 部 平面 公理 除 合 同 公理 IIH, 在 $41 所 取 较 狂 形 式 外 全 都 成 
立 .即使 用 用 合 疝 公 理 的 这 个 较 狂 形式 ,也 必然 能 得 到 欧 几 里 得 平 
面 几 何 (参阅 附录 ,第 114 页 及 第 一 章 26 一 28 页 )。 

第 二 种 情形 ,假定 过 每 一 点 4 存在 两 条 射线 ,它们 不 能 形成 同 
一 条 直线 且 与 一 直线 不 相交 ， 而 对 始 于 点 4 且 位 于 上 述 两 射线 
所 成 贸 空 间 内 的 每 条 射线 与 & 相交 ， 如 是 4 位 于 # 之 外 部 ， 

借助 于 连续 性 ,不 难得 到 , 对 于 从 一 点 4 引出 而 不 能 形成 向 一 
直线 的 任意 两 条 射线 ， 总 对 应 着 一 直线 g， 它 与 这 两 条 射 组 不 相 
变 。 但 与 从 4 引出 位 于 二 已 知 射线 所 成 角 空 间 内 部 的 其 他 每 条 射 
线 相交 .在 这 种 情况 下 ,就 得 到 了 鲍 雅 义 - 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几 何 ， 
时 使 采取 公理 I 的 较 狼 形式 , 迟 助 我 的 “端点 "算术 计算 ?是 能 够 
证 明 的 。 

在 结束 本 文 时 、 我 尝 指 出 现在 对 几何 的 论述 和 我 在 本 书 正文 


i) 和 参看 附 录 If 我 的 文章 * 移 雅 义 - 男 巴 急 夫 斯 基 几 何 的 新 发 展 ?。 汶 了 利 环 连续 
性 及 名 各 有 关 等 虱 三 角形 底 角 相等 定理 的 一 个 应 用 , 在 那里 记 引 的 论 乔 应 代 送 当 的 覆 
疏 、 为 得 到 端点 加 法 定理 C142 一 144 页 》 可 以 认为 加 法 作为 平面 旋转 的 极限 情形 当 旋 
转 点 哲 一 直 研 远 退 到 无 崔 . 
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中 试图 阐述 的 几何 基础 之 问 存 在 的 独特 差异 ， 在 闭 里 公 陋 的 排 
列 ， 深 续 性 公理 是 放 在 公理 中 的 最 后 一 个 ， 于 是 自然 地 会 产生 这 
祥 的 问题 ， 在 什么 范围 内 初等 几何 中 熟知 的 定理 和 证 明 与 连续 性 
无 关 。 然 而 在 现在 的 研究 和 中 由 相反 , 虫 于 平 而 和 运动 的 定义 ,连续 
性 需 放 在 公理 中 的 首位 ， 因 而 在 这 里 最 重要 的 工作 莫 过 二 决定 条 
件 的 最 少 个 数 通 过 广泛 地 利用 连续 性 去 获得 几何 的 基本 图 形 《 咒 
和 直线 ) 以 及 它们 对 这 种 几何 结构 的 必要 竹 质 。 事 实 上 ,目前 的 研 
究 已 表 骨 ,公理 I 一 IE 所 提出 的 要 求 已 经 足 各 。 
1902.5.10 哥 延 报 ， 


和 


附录 V 常 高 斯 曲率 曲面 ” 


负 曲 曲率 曲 商 


按照 贝尔 特 拉 米 (Beltrami)* 的 意图 ,如 果 取 负 常 遇 率 曲面 
的 测 地 线 作为 罗 巴 康夫 斯 基 平 面 ( 非 欧 平面 ) 的 直线 ， 且 将 曲面 上 
实际 的 长 度 和 角度 作为 罗氏 平面 内 的 长 度 和 角度 ， 则 这 个 负 常 曲 
率 曲 面 就 可 以 理解 汐 罗 天 平面 的 一 部 分 。 在 负 常 曲率 曲面 的 研究 
中 至 今 还 没有 发 现在 每 一 点 的 邻 域内 由 于 切面 连续 变化 而 曲面 却 
能 到 处 连续 伸展 。 甚 至 在 人 们 记 邹 知 的 共有 奇异 曲线 的 负 常 曲率 
曲面 中 , 当 其 切面 连续 变化 时 ， 晶 面 却 能 连续 伸展 也 是 不 可 能 的 . 
由 于 这 个 原因 ， 没 有 人 能 借助 一 个 熟知 的 负 常 曲 挛 曲面 ， 而 将 其 
理解 为 完整 的 全 部 罗氏 平面 。 这 就 引出 一 个 具有 有 产 划 性 的 有 苑 问 
题 ,按照 帆 尔 特 拉 米 的 县 想 方 法 ,是 否 整 个 罗氏 平面 能 用 一 个 负 常 
曲率 解析 内面 来 表示 ， 

为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 将 从 具有 负 常 曲率 为 一 1 的 曲面 开 
始 。 假 定 这 个 曲面 在 有 限 区 域 处 处 正则 且 没 有 奇 容 点 。 我 们 证 角 
这 个 假定 将 引出 矛盾 。 对 这 样 假 定 的 一 个 曲面 ， 我 们 可 以 用 下 述 
论断 完全 地 刻画 出 来 : 


#) 着 尔 伯 和 转 “ 治 稼 高 斯 此 举 曲 而 交 {iiber Flishe Von Konstanter Gaufcher 
Krimmung) 一 交 蝇 发 表 在 匡 到 的 示 学 杂志 Trans， 上 MMS，Yo 2,1301 上 所 后 转 
席 于 第 7 版 以 部 的 < 几何 基 击 3» 书 内 届 作 为 附 季 YY， 夫 第 7 版 起 由 带 尔 伯 特 本 大 重 行 改 
写 ; 峙 摔 原 发 表 共 志和 的 名 你 直到 第 1 版 未 普 变 动 一 ， 译 者 注 ， 

1)y Gicrnale di Matematiche, Bd.6,1868., 

2) 为 了 简单 的 儿 述 ;这 里 恨 设 记 考 虚 的 有 曲 本 只 有 解 如 愤 ， 员 然 武夫 论 述 忆 及 记得 
结果 (181 页 ]* 当 方程 (1 中 的 第 (*,y) 是 x,y 充分 二 微 的 此 解析 函数 时 全 能 成 六 全 . 
号 特 开 甘 尔 《人 ,Liitrkemeyer) 在 我 的 汕 励 下 在 他 鸭 就 职 论 文 报告 “ 论 忌 微分 占 程 的 
积分 的 解析 特性 "CDber den analytischen Charakter der Iniegrale von partielle 
Difierentialgleichungen, Gottingen, 1902) 下 各 经 证 明了 欧 实 不 作曲 让 理论 音 总 
下 非 遂 折 的 负 常 些 率 临 而 5 技 有 照 后 面 证 胃 的 定理 没有 一 个 处 你 具 碍 震 壮 变化 的 著 调 果 
却 能 连续 伸展 的 曲面 3 
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位 于 的 面 的 有 限 区 域内 曲面 上 上 专 的 每 个 慨 限 点 也 是 这 曲面 的 


点 和 
设 口 是 曲 画 上 任 一 点 , 则 总 能 以 口 为 原点 建 开 站 和 角 坐 标 系 ; 且 
在 原点 分 近 ,曲面 方程 可 以 写作 
x qx by’ + Px,y) C1) 
其 中 a,& 是 常数 且 适 合 关系 
4ob 一 —1**} 


又 B(x,y) 为 x，,y 的 罕 级 数 , 它 仪 包含 r,y 的 三 次 堪 和 高 次 肾 ， 
型 见 * 轴 苹 次 曲面 的 法 级 ， 而 x 轴 反 了 铀 的 方向 见 是 由 曲面 的 主 
曲率 记 决 定 。 

方程 


ax: gy = 0 
确定 XY 面 上 过 点 0 的 曲面 的 两 条 主 翅 线 ***3, 由 此 可 见 这 两 切 
线 永 远 不 相 重 ， 且 它们 给 出 曲面 上 所 取 任 意 点 O 的 两 条 渐 近 曲线 
的 方向 。 这 两 条 渐 近 曲线 中 的 每 一 条 部 属于 某 一 个 单 参 渐 近 有 曲线 
族 ， 且 它们 规律 地 覆盖 着 0 点 的 整个 邻 域 而 没有 任何 空隙， 取 两 
个 足够 小 的 数值 x 及 ”而 完成 下 看 的 作 图 : 沿 过 点 口 的 两 条 渐 近 
曲线 之 一 截取 长 度 等 于 参数 = 的 值 而 得 到 一 个 端点 ， 再 作 过 此 端 
点 的 另 一 条 渐 近 曲线 ， 并 截取 其 长 等 于 参数 "之 笛 的 一 端点 ， 则 
这 个 端点 将 是 曲面 上 由 参数 x 和 ”唯一 确定 的 一 点 。 设 团 面 上 
点 的 直角 坐标 x,y,z 作为 wp 的 函数 , 即 
T= rH) yy) Oe x{w,v) 

则 就 u,v 足够 小 的 值 ,它们 是 x,v 的 正则 解析 函数 。 

由 熟知 的 常 曲 率 为 一 1 的 则 闸 理 论 ， 可 进一步 得 到 下 面 的 结 
果 ; 

如 果 P 是 过 点 (#,v》 的 两 条 渐 近 曲线 的 炎 角 , 则 可 得 曲面 的 

*) 利用 理 慌 数学 语言 就 是 说 这 个 由 而 是 完备 曲 而 . 即 矶 面 上 和 餐 一 个 可 西点 撤 列 
仍 收效 于 这 个 曲 区 上 一 点 一 一 译 阁 注 . 

**) 经 过 计算 ?曲面 于 心 点 处 高 斯 册 放 是 十 49 即 一 1 ---… 谨 洗 注 . 


它们 是 原点 处 杜 班 〈Duapan) 标 加 的 浙 五 线 ? 因 此 骸 译 本 译作 浙 近 切线 -一 
泽 者 广 . 
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三 个 第 一 类 基本 量 的 侦 

的- 

1 (0)(0) + (BA)+ (BE)()— ee 

s— (8) + (PR) + (9) -1 
因此 ， 这 曲面 上 任 大 一 条 曲线 的 驱 长 关于 参数 ， 的 导数 的 平方 将 
由 下面 的 形式 得 出 : 


(到 (宇和 二 (和 0) 


dr ds dz dz az 
将 前 对 作为 xp 的 函数 , 则 它 适 合 仿 微分 方程 
- Op _ 
dndy inp 03) 


如 果 去 掉 数 对 x,e 与 曲面 上 点 之 闻 的 一 一 对 庶 的 要 求 , 则 我 
们 可 就 任 一 对 w,v 值 来 说 明 上 上 面 的 作 疾 。 的 确 ， 过 口 点 所 作 的 # 
曲线 其 至 可 能 是 封闭 的 ， 但 不 论 哪 种 情况 ， 前 面 有 关 曲 而 的 假设 
《187 页), 沿 过 0 点 的 # 曲线 的 两 侧 岁 可 截取 任意 大 的 长 度 *。 这 
样 关于 每 一 个 * 值 , 对 应 着 新 近 盟 线 上 的 一 点 。 

今 闭 虑 经 过 这 样 的 每 一 个 点 P 作 另 一 条 渐 近 曲线 。 在 这 曲线 
上 ,自卫 点 (向 一 个 方向 ) 取 长 麻 为 参数 ”的 一 外 ,再 者 ， 沿 这 条 产 
近 曲 线 , 于 了 P 之 两 侧 取 足够 大 的 长 度 也 是 可 能 的 ， 

这 样 ， 每 对 #1v 之 值 就 唯一 项 对 应 着 曲面 上 某 一 点 。 然 而 一 
般 说 来 不 能 是 唯一 旦 是 可 逆 的 ， 用 几何 语言 来 说 就 是 ， 我们 将 得 
到 下 整 个 殉 几 里 得 (xy) 平面 到 已 知 曲面 的 某 履 盖 ( 重 要) 上 曲面 或 
者 它 的 一 部 分 的 一 个 映射 。 


13 以 这 些 公 迁 为 基础 ， 我 首先 证 明和 不 兵 有 青 异 姓 的 负 常 由 率 曲 面 不 可 能 存在 
Trans， 点 MLS，Vol。 2,1901). 其 后 E, 赫 尔 娠 格 兰 (E，Holmgren》 也 以 公式 (39 
为 基础 给 出 一 个 更 广泛 的 解析 证 明 (Comptes frenius, 巴黎 ， 1902Y， 本 六 引进 修改 
了 的 Holmgren 的 证 朋 与 太 . Blasthke 首届 的 微分 几何 中 [Yorlesungen iileer 
Differentialgeametrie, I[，section 80C1921)] 所 介绍 购 相 符合 ， 辐 我 的 原 妨 证 阴 
一 道 也 接近 于 L Bieberbach, Acta, Mathematica, Vol. 48， 
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现在 的 问题 是 要 证 有 明 曲 面 上 每 一 和 匈 * 曲线 是 饭 近 则 线 ， 及 参 
数 # 是 它 的 弧 长 。 对 于 曲线 + 二 0 的 情况 这 是 已 经 知道 的 。 上 骨 者 
由 (2) 所 表示 的 弧 元 素 ， 对 点 (x;0) 邻 域 的 v 曲线 的 骤 长 也 是 成 立 
的 。 

关于 一 般 情 况 , 仅 证 明 下 列 论断 就 够 了 ， 

设 4 是 一 个 正 数 , 5 屁 任 一 实数 , 则 每 个 线段 

一 #4 vr 一 上 8 
在 曲 耐 上 的 和 象 是 一 条 新 近 曲 线 的 一 个 翘 嫩 ， 或 者 是 向 这 样 一 条 曲 
线 王 驶 钻 的 并 , 且 x 表示 它 的 长 度 ， 

其 次 这 个 命题 于 5 一 0 时 成 立 ,而 且 可 以 证 明 : 

1 如 果 这 个 命题 于 5 一刀 时 成 立 。 则 对 不 同 于 六 而 与 加 充 
分 接近 的 每 一 5 值 也 将 成 立 ， 

2 如 果 这 个 命题 于 雇 二 5 之 如 时 成 立 , 则 于 5 一 机 及 &= 
上 时 也 下 这 。 

这 些 可 以 经 过 连续 性 论证 及 利用 海 困 内 - 波 雷 尔 〈Heine-Bo- 
rel》 有限 获 盖 定 理 的 一 个 应 用 来 证 明 ， 

于 是 这 个 命题 就 5 的 所 有 值得 以 证 明 ， 

如 果 9 一 plw,vX( 如 同 187 页 及 其 以 后 ) 秒 示 过 曲面 上 点 (x， 
?的 两 条 浙 近 遇 线 移交 盘 ， 这 个 前 系 由 正 # 方 向 到 正 "方向 来 麻 
最 的 。 于 是 wz) 是 对 Cw，v) 的 所 有 什 规 定 的 连续 函数 。 这 
个 范 数 具有 适合 微分 方程 (3) 的 连续 偏 导数 。 

适当 选取 正 * 方 向 和 正 + 方向 即 可 推出 不 等 式 - 


0<p<r 和 和 PE0 
Bu 


于 点 & 一 ”一 0 处 成 立 。 
园 为 中 无 处 等 于 " 或 z+， 于 是 由 p(n,v) 的 连续 性 ， 


0 pst) x 


这 样 就 ww 所 有 竹 
sing 0 
然而 共有 这 些 性 质 的 函数 plx,v) 是 不 能 存在 的 ， 
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自 微 分 方程 


， 
Bg ny 
可 得 
i > 9 
于 是 5 时 随 “ 值 增加 而 增加 。 
特别 地 ， 


9 9 
FL (0,1D)> 3 《0,0) 兰 0 
因 之 可 以 确定 一 个 正 数 a 和 些 得 HH 人 3g 时 ， 
3 (zl 
设 严 表示 
Se (4,1), 0 E30 
Du 


”的 正极 小 值 。 
于 是 就 * 空 1: 


p(e:o) 一 p(0,o 一 Se (Oa,v)* a 


， {0 <0<1) 
= or°0g 兰 
空 Fy ( a31)* gm - a 
同时 也 有 
PB — pl2a, rN Em :a 
因 之 
Phasr oO, mramm.a 
且 有 


Pa) ER(3a 0 — ma rm 
诅 者 就 0 态 w 二 34， v1. 


eh 3 之 dp 1 
Be 《wp 衬 可 (x1) > 0 
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网 二 eeo 隐 # 单 凋 增加 , 故 对 
1 和 #2¢，v 宇 1 


Om a pa vr Epa Tr 
而 得 


jin plasr) > sin(m*: a)— M 

这 里 大 > 0 且 与 wv 无 关 ， 

于 是 展 布 在 以 

Cas1),(2a,1), (2aV ,Ca VHT > 1) 
为 顶 的 柴 形 上 的 二 重 积分 
i sin pliw rt )dudy 
的 数值 将 大 于 
Malr 一 1 

当 适 当 侈 取 V 时 ,可 使 其 大 于 x， 

男 一 方面 ,从 微分 方程 (3) 可 以 得 出 


te ry 2 
人 Hn wandy 一 | Fp dudv 


-1 Ondv 
= (pa V) — por — (ol2a,1) 
一 pke;1)7 < 

这 是 由 于 

PIIV) — pa VT) pa VT) < 
也 及 

pl2a,1) — pla,l) > 0 

的 绿 故 。 


因此 得 到 一 个 久 盾 。 这 样 开始 所 给 的 基 木 假设 应 被 淮 翻 ， 亦 
即 , 可 以 看 三 ， 不 奉 在 非 奇 生 处 处 正则 具有 负 常 曲率 欧 解 神曲 孟 、 
特别 地 在 开始 时 所 提 的 问题 , 接 照 由 东 特 拉 米 的 想法 ,是 否 整 个 罗 
巴 切 去 斯 基 平 面 能 被 理解 为 空间 的 一 个 正则 解 折 曲面 ， 这 个 问 题 
的 回 管 是 不 可 能 的 。 
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正常 曲率 曲面 " 

在 开始 研 穹 这 个 问题 之 前 ， 我 们 区 厦 对 处 处 正则 且 在 有 限 区 
趟 内 解析 的 负 常 曲率 的 曲面 、 结 黑 是 这 样 的 申 闸 并 不 存在 。 现 在 
此 助 于 相应 的 方法 来 研究 关于 正常 归 率 由 而 的 同样 癌 题 ， 显 然 ， 
球面 起 封 闭 的 且 不 具备 奇异 性 的 正常 期 率 由 面 ， 并 且 在 我 的 滞 励 
下 ， 互 ,， 李 勃 曼 ?《H，Liebmann》 所 给 出 的 证 朋 推 出 不 存在 其 他 
具有 辣 柱 性 质 的 闭 曲 面 ,这 个 结果 可 以 归纳 成 下 [ 身 的 一 个 定理 , 它 
对 于 无 奇 看 性 的 正常 四 率 昌 面 3 的 任何 部 分 部 是 适合 

在 正常 睾 率 为 十 1 的 曲面 上 ,如 累 规 定 一 个 有 限 的 、 不 具有 性 
何 亲 蜡 性 的 单 连 通 载 多 连通 区 域 ， 在 此 区 域 的 每 个 内 点 连同 其 窜 
点 作 章 面 藤 两 个 主 曲 府 主 径 。 假 如 曲面 是 单位 球面 的 一 部 分 ， 则 
于 这 个 区 域内 部 中 的 点 达 不 到 这 两 个 主 辐 六 证 莅 较 大 着 的 极 大 
慎 , 因 之 志 达 不 到 接 小 首 的 极 小 值 ， 

为 了 证 明 , 首先 由 假设 , 两 个 主 曲率 半径 之 积 处 处 等 于 1!， 因 
之 两 个 主 曲 率 半 径 之 大 省 必须 六 于 或 等 于 1。 假如 曲 闸 块 上 每 点 
的 两 个 主 曲率 半径 汐 为 1, 则 较 大 的 主 曲率 半径 显然 为 1。 在 这 种 
特别 销 况 下 ,曲面 块 的 每 一 点 均 是 脐 点 ,我 们 可 以 用 熟知 的 方 潜 断 
定 曲 面 块 必 是 单位 球面 的 一 部 分 . 

其 次 假设 申 面 的 两 个 主 曲率 半径 的 极 大 值 大 于 1。 很 定 前 面 
所 说 结论 不 成 立 ， 则 在 曲面 块 内 部 存在 一 点 0 在 此 点 具 极 大 值 . 
由 于 这 个 点 不 能 是 腊 点 ,而 是 曲面 的 一 个 正则 点 ; 因 之 在 这 点 邻近 


1) 关于 非 欧 儿 轨 平 面 儿 何 利用 处 处 连 针 的 杜 曲 曲面 表示 的 问题 的 证 究 ， WW 鸳 
埃 CW. Boy) 在 我 的 敬 殉 下放 了 “关于 全 曲率 加 及 亲 此 而 的 拓 孙 学”(Uber die Cu- 
rvatura integra und die Topologie geschlossener Flachen, Gittingen, 1901 
区 及 Math，。Ann，Bd. 57，1903) 的 就 职 论文 报告 ， 在 那里 ; 饮 埃 本 扑 地 设计 了 一 
个 很 有 趣 的 有 限 曲 正 ， 这 曲面 在 一 刁 基 封闭 的 , 除去 自 交 成 一 个 具有 三 重点 的 封 加 二 
重 曲 级 外 ;, 它 没有 青 异 性 3 并且 具有 与 非 欧 独 加 平面 相同 的 连通 性 ， 

2) 见 全 atiagsr Nachrichten C1899,44 而 也 请 参看 原作 者 证 Math, Ann. 
着 33 与 着 54 上 的 有 趣 工 作 . 

3) G, 号 特 开 美 尔 的 就 职 论 交 报 堂 世 及 E. 再 尔 地 烙 兰 在 Math，Ann. 车 57 的 
文章 都 证 明了 正常 曲率 时 面 的 解析 性 征 . 
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被 西 个 曲率 钱 族 的 每 一 个 页 覆盖 而 无 训 味 ， 纪 这 两 族 曲 绳 为 坐标 
曲线 且 以 口 为 原点 ， 则 根据 熟知 的 正常 是 这 曲面 理论 得 到 下 面 事 
实 1 

设 rt 表示 在 原点 口 一 (0,0) 的 邻 成 ， 因 点 《fo 处 两 主 
曲率 半径 书 之 较 大 者 ,在 这 个 领域 中 r, > 1。 并 设 


~ 1 站 十 
pCO—= 一 ]og 一 一 一 一 
ri— 1 
作为 《we7 的 函数 的 正 实 数 p 适合 人 微分 方 得 
Dp dip ud 4 
Om Ov 4 - ( 


因为 必须 随 r, 递减 而 递增 , 于 是 P 作 为 a,v 的 函数 必须 
于 # 一 0, 2 一 0 处 得 到 一 个 极 涉 但 .因此 5 依 变数 wm 的 寡 展 
开 必 有 以 下 形式 : 

pC— at ow 2Pwe 二 Ye 
这 里 .0,8，” 都 是 常数 ,并 且 二 次 形式 
a 十 2Buv oF Yr 

就 xz 的 实 值 永 不 能 假设 为 质 。 直 最 后 条 件 常 数 上 而 了 必 有 不 等 
式 


gz 之 0 和 YE £5) 
另 一 方面 , 将 ?之 嵌 式 代入 微分 方程 (4)， 册 于 # 一 0，v 一 
4， 我 们 得 出 


-as 

4 
既然 常数 4 表示 p 在 点 0 一 《0,0) 处 的 值 ,上 且 其 竺 必须 为 正 ,， 上 
式 右 问 在 任何 情况 下 必 小 于 0 。 于 是 可 和 坊 不 等 式 

十 Y< 二 0 

此 与 方程 (5) 相 矛 押 。 因 此 出 愿 假设 , 半 在 曲面 淡 内 部 一 点 得 到 极 
大 值 是 不 可 能 的 。 获 上 面 所 列 出 的 定理 竹 以 证 明 ， 

1) 这 水 布 (Darbonzx》 < 曲 正 一般 理 褒 讲义 p (Legons sur ls théorie géncrale 


des surfaces, D0. 3 Nr 726)， 比 安 交 【Bianchiy « 答 分 几 们 齐 广 » CLezioni di 
Beometria diifensiaie, $364). 


2C¢ 十 四 一 二 
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再 者 ， 由 上 所 述 可 立即 得 出 定理 : 无 再 异性 且 具 有 正常 曲率 
为 1 的 闭 曲 面 必 是 单位 球面 ,这 个 结果 同时 说 明 下 述 事 实 : 在 球 
面 上 党 处 没有 徊 漳 步 ,不 能 将 球面 作为 整体 来 弯曲 。 

最 后 ， 目 上 面 所 论 引出 非 封 六 曲面 的 以 下 结果 ， 若 从 球面 上 
割 掉 一 部 分 :并 任意 弯 昌 ,出 所 有 主 曲率 半径 之 极 大 值 总 在 曲面 这 
部 分 的 边界 上 出 现 . 


车 鞍 根 1900. 


美 于 这 个 附录 的 近代 发 展 就 是 整体 微分 几何 的 一 部 分 内 容 , 可 贿 才 下 列 著作 : 

1. 本文 第 一 部 分 近代 帘 称 为 希 尔 伯 特 定理 ; 它 的 叙述 是 :在 三 维 欧 几 里 得 眠 间 内 
不 存在 常 负 则 率 崔 完 全 晶 面 。 可 套 有 

可 于。 Stoter, Differcntial Geomertry, 1959, 265-—271, 

M. FP, do Carmo, Differential Geometry of Gurves and surfaces., 1976, 
446——453, 

2 本文 第 二 部 分 的 最 初 文献 亚 

昌 ， 这 勃 曼 “球面 的 一 个 新 性 质 ” (Eine Neue Eigaoschaft der Kugel，Nach- 
Kal. Ges. Wiss., Gittingen, Math. Phys,, Klasse, 44—55Y. 

近代 常 称 为 闻 描 如 定理, 它 的 报 述 是 ; 设 5 是 紧 致 ,连通 , 常 直率 为 KC>0) 的 曲 


面 ,而 5 必 着 以 如 为 半径 的 球面 。 可 参看 


Chuan-chih Hasiung《 能 全 治 )，Differeatial Geomerry, 1981, 247—249, 

3 工 - 尼 耸 由 粹 EL- Nirenberg), Seminar on Diffsrential Geometry im 
the Large, 1936. 

4. 蒂 太 煌 特 定理 中 “ 常 曲 寓 杂 件 *” 是 非 本 质 的 。1963 年 莫斯科 人 学 一 些 歼 学 家 冲 
征明: 在 涯 维 欧 儿 里 得 空间 > 完全 正则 曲面 中 高 斯 此 率 的 上 了 确 界 是 非 负 的 -一 - 译 者 
广 . : 
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补 篇 
P. 贝尔 栈 其 
补 篇 I 


1. 关于 $3 和 $4 的 一 些 注 记 


在 第 一 章 $3 的 末尾 《4 页 ,我们 蔬 经 注意 到 下 面 的 喜 实 : 即 
一 条 喜 线 a 不 能 与 三 角形 4BC 的 三 条 边 同时 相交 , 这 是 一 个 能 
证 明 的 定理 ,由 定理 4 按照 下 列 方 法 就 可 得 到 它 的 证 明 , 如 果 直 线 
9 与 三 线段 遇 C,C4;,48 分 别 交 于 D,B,F, 则 这 三 个 点 将 是 不 
同 的 .由 定理 4, 它们 中 的 一 个 将 位 于 其 他 两 者 之 间 ， 

如 果品 位 于 E 和 FF 之 闻 , 则 对 三 角形 4EF 和 直线 BC， 利 
用 公理 I 可 知 这 直线 必 将 经 过 线 良 4B 或 4F 的 一 点 ， 在 这 
两 种 情况 下 , 均 将 引出 与 Il 或 1 的 一 个 予 盾 结 果 ， | 


范 ， 德 瓦尔 登 曾 考 上 感到 帆 士 公 乏 I 可 以 用 下 述 的 空间 顺序 
公理 来 代替 . 

1 设 4,B,C 是 三 个 不 共 线 点 ， 卫 是 不 含 这 三 个 点 的 平 
面 ; 若 平 面 0 通过 线段 4 的 一 点 ， 则 它 也 通过 线段 4C 或 线段 
BC 的 一 点 ， 

利用 这 个 替换 ,不 仅 I 变 为 可 以 证 明 的 定理 ,而 且 关 联 公理 
lL 世 是 这 样 。 关 于 这 个 问题 可 以 参看 范 ， 德 瓦尔 登 的 “ 欧 几 里 得 
几何 的 还 辑 基 态 ”(《De Logische Grondslagen der Euklidische 
Meetkunde) 一 文 * 此 文 刊 载 于 Zeitschritt Christian Huygens 卷 
13—14C1934—1936), $3, 

对 于 用 公理 11# 来 证 明 的 论断 可 如 下 进行 考 琳 ， 范 ， 德 
久 汞 登 企 他 的 证 明 时 ,用 到 每 个 平面 含有 三 个 不 靶 线 点 这 个 公理 . 
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比 公 理 曾 出 现在 希 尔 伯 特 《几何 共 础 > 的 前 几 版 里 ， 现 已 被 说 境 要 
求 的 公理 和 1, 所 代 壹 (参看 $52)、 即 “存在 不 金属 于 一 直线 上 
的 三 点 "和 "每 一 个 平面 至 少 存在 一 点 "选择 这 两 个 公理 ， 由 夺 
即 可 证 明 5。 首先 由 8 证 明 下 面 有 限制 的 定理 “如 果 含 有 三 个 
不 共 线 点 的 平面 与 一 平面 < 有 一 公共 点 ， 则 = 和 8 必 有 其 他 公 
共 点 "。 于 是 借助 这 个 定理 以及 关联 公理 .和 1 即 可 证 明 : 每 
个 平面 合 有 三 个 不 共 线 点 。 沁 此 ,对 平 而 8 的 限制 条 件 即 可 去 捧 ， 

公理 的 论 旷 可 以 从 ! 寻 来 证 明 ,这 一 事实 表达 这 空间 最 多 
是 三 维 的 类 比 于 公理 Q,， 当 直线 位 二 平面 4BC 的 条 件 去 掉 
时 , 维 数 则 限制 到 二 的 情况 


关于 绊 的 定理 908 页 )，G. 费 粘 尔 (G, Feigel》 兽 在 他 
的 文章 “关于 初等 几何 的 顺序 公理 ” (Uber die elementaren sho- 
rdnungssitze der Qeometrie) 中 给 出 一 个 较 详 细 和 的 证 基 。 此 文 
载 于 Jahresbericht der Deutschen Math, -Vereinigung, Bd, 33 
C1924), $4, | 


2. 关于 $ 13 的 一 些 注 记 


在 $13 里 所 斤 述 的 关于 实数 的 公理 系统 ， 实 质 上 是 从 项 尔 伯 
特 的 一 篇 文章 "关于 数 的 概念 ”{Uber den Zahlbegriff,，Jahrb, d, 
Deutsch. Math,， Ver,，8t1900Y》 里 抽出 求 的 。 在 $13 里 列举 为 定 
理 , 而 在 文章 里 , 则 是 作为 公理 的 。 在 这 里 我 们 从 他 的 那 篇 文章 引 
得 下 面 的 注 记 : 

1 数 0 的 存在 (44 页 定 王 3) 是 定理 1、 定理 2 和 加 法 结合 律 
的 一 个 推论 ， " 
2. 数 1 的 存在 (44 页 定 至 6) 是 定理 4、 定理 5 和 药 法 结合 律 
的 一 个 推论 

3 加 法 交换 律 (45 真 定理 8 是 定理 1 一 和 .加 法 结 合 律 和 两 个 
分 配 律 的 一 个 推论 , 岂 


1 


《ae 十 六 (1 十 和 一 [ee 十 全 | 十 人 十 的 一 和 二 左 十 了 十 各 
= 一 eTatdib 
由 此 
8 十 5 十 6 十 5 二 a 十 a 十 Bb 二 贡 
从 二 概 担 定 理 2 
至 十 一 如 十 疡 
矢 法 交谈 律 (45 抽 定 理 12) 可 以 从 定 维 1 一 11、13 一 16 各 1 
《 阿 莽 米 德 定理 ) 推 出 , 仁 是 不 能 不 用 定 埋 17， 这 一 点 是 在 $ 32 一 
§ 33 中 所 明确 的 ， 


补 篇 [[ 比 遍 论 建 立 的 简化 


在 第 三 章 4$14 一 5$16 里 ， 不 出 阿 基 洲 德 公 理 即 根据 公理 Ls， 
lI 一 IY 所 建立 起 来 的 比 协 论 还 可 以 管 化 。 

以 下 我 们 利用 第 51 页 815 开始 所 引进 的 线 息 、 线 段 相等 , 线 
眉 的 积 的 记 基 以 及 那里 所 提出 的 结 时 :关于 线 藤 而 法 的 结 侣 律 和 
交换 律 都 成 立 。 

现在 我 们 讽 定 线 眉 oy5 记 比 a:b。 在 一 个 以 a,8 为 两 个 直 
角 边 的 直角 三 角形 里 ,用 直角 边 。 相 浇 的 角 ( 在 合同 意义 下 是 唯一 
确定 的 ) 规 定 为 a:5， 如 果 用 a:5 和 sc:d 所 规定 的 两 个 舟 合 同 ， 
则 说 这 两 个 比 和 等 而且 在 这 种 意义 下 也 写作 一 个 “比例 式 ”a: 
5 一 cH， 所 以 并 则 推 入 欠 一 个 线 眉 比 和 和 它 委身 相等 ,两 个 绑 段 比 
若 和 第 三 个 比 相 等 , 则 愿 米 两 个 比 徙 此 相等 , 且 有 : 

如 果 # 二 cc, 5 一 4， 则 qb—= cid, 

根据 三 第 形 的 角 和 定理 ,也 可 推 得 

如 果 ga: erd, 则 Biq w= d:ce, 
再 者 利用 公理 I 和 IV 可 得 以 下 定理 C 补 图 1》 

环 果 w= ed; 则 a:£ = (a 二 ci:(b 十 9), 
而 且 和 根据 外 角 定 理 ， 

如果 3 一 0616 则 守 一 5， 特 下 是 从 最 后 一 个 定理 可 以 推 
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出 : 对 于 三 个 线段 es8c， 只 有 一 人 第 四 比例 项 , 划 在 方程 :2 一 
c:* 中 对 * 只 能 有 一 个 解 ， 从 和 钊 的 迁移 的 可 能 性 连同 平行 公理 马 
以 推 得 第 到 比例 项 的 存在 . 

比例 内 项 的 可 换 定 理 , 即 

划 旨 :8 一 ce: Ma:e = bid. 


补 图 1 社 图 2 


它 的 证 朋 可 如 下 得 出 。 考 虑 两 个 直角 三 角形 ， 它 们 的 直角 边 分 别 
是 os8 和 c,d; 而 且 有 这 样 的 位 置 第 二 个 三 角形 的 直角 这 
位 于 第 一 个 三 角形 过 直 和 角 顶 的 直角 边 上 5 的 延 线 上 ,同样 地 , 4 位 于 
a 的 延 线 上 《 补 图 2)。 根 据 所 假设 的 比例 ， 利 用 圆周 衣 相 等 对 等 
弧 定 理 三 其 道 定理 得 出 ， 两 条 斜 边 的 四 个 端点 共 圆 根据 这 个 定 
理 ， 再 考虑 以 a,c 和 #5,d 为 直 胡 边 的 两 个 三 角形 就 能 得 出 a:c 一 
bd 
从 比例 内 项 的 可 换 性 ,我们 特别 地 得 到 比重 合成 的 可 能 性 ; 
扣 果 otb 呈 gb 有 Bc 一 Ve 则 ac ee。 即 从 给 
华 的 比例 经 过 内 项 交换 可 得 elie 一 Bb: 一 eic， 因而 ec 一 和 a: 


c, 


利用 第 四 比例 项 的 存在 也 可 得 出 下 列 的 第 二 个 合成 规则 : 
如果 ai 一 5 且 Bic 一 0 :bP， 则 ac 一 co。 这 是 因 
为 如 果 * 是 sjps2 的 第 四 比例 项 ， 即 有 63 一 “4#， 则 根据 上 
面 假 设 , 应 有 cw 一 上 :a 上 妈 cia, MH wia = bie; 


1) 这 个 证 明和 的 恩 路 取 自 是 立 克 《F. Enriques) 的 教 本 < 初等 几何 问题 * 


{Fragen der Elrmentarigeometrie), 


” 1398。 


再 四 er 一 5 和 ga 一 了 :ce 依照 前 面 所 说 的 比 全 的 合成 规 
- 则 ?到 得 ca 一 eic。 

现在 证 明 比 俩 论 的 蒜 本 定 
理 : 如 琳 两 条 乎 行 吧 匡 佳 章 角 的 
两 边 上 分 别 截 取 线 段 ae 和 6， 
汪 ， 则 比 列 sie 一 55 成立. 
里 得 到 证 有 明 ， 只 要 利用 三 角形 角 
的 平分 线 共 点 这 个 定理 (如 同 516 
定理 41 的 证 有 明 》。 现 在 把 这 条 定 
理应 用 到 三 角形 O48B 和 048 ” 半 攻 3 
上 ， 这 里 口 是 所 券 苛 和 的 顶点 ， 
4,B 和 A' ,8 分别 是 二 平行 线 和 角 的 两 边 的 交点 ; 再 设 04 = 
ea， O08 一 5b 04 一 go, OB 一 ( 补 图 3), 设 $ 和 5S 分别 是 
三 角形 O48 和 OQO4' 8” 和 角 平 分 线 的 交点 ， 于 是 5 到 直线 OQ4 和 和 
OB 有 等 眶 离 r， 且 8 到 这 两 驮 直线 也 有 等 距离 ” ， 我 们 将 证 
oig 一 rir ， 癌 理 有 5: 一 rir ， 于 是 论断 即 得 以 证 明 ， 

要 证 明 比 例 s:e 一 +:r'， 我 们 考虑 三 角形 045S 和 043， 
这 里 祥 S0A 一 祥 SOA ， 浆 340 一 关 Y4 DO， 而 则 这 卫 角 痢 是 
锐 衣 《因为 是 一 角 之 尘 ), 设 D 和 DD 分别 是 由 S$ 和 5 向 直线 04 
记 作 垂 线 的 改 足 , 且 分 别 落 在 线段 G4 和 OA 的 内 部 。O4 和 
O04 被 口 和 和 D” 分 养分 成 座 个 线段 ma 和 #,w， 于 是 就 有 

ri#= XSOA= YIUA = rw 
riv= ASAOT— XI AO— 


因此 
Pr yi = a 、 
亦 即 
gg 一 rir” 
应 用 比例 论 的 基本 定理 ,特别 是 希 尔 角 特 称 为 巴 斯 旷 定理 的 
命题 可 以 化 为 上 述 的 比例 第 二 合成 规则 。 这 条 定理 ($14 定理 40》 
大 : 设 4,8,C 和 4 ,B,C 分 别 是 二 相交 直线 上 的 三 个 点 ,而 
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且 它 们 都 不 同 于 这 二 直线 的 交点 、 于 是 车 BC 平行 于 CB， 而 
且 CA 平行 于 A4C'， 则 48 平行 于 84 将 线段 04，08B， 
OC 分 别 记 作 a,58,c; 将 线段 O4 ,08', OC ”分别 记 作 a', 5， 
c 则 按照 比例 论 的 基本 定理 ,上 面 徇 假 设 等 价 于 两 个 比例 

bic eith 《1 


一人 《27 


而 且 结 论 等 价 于 比例 
qaip= b :a 
然而 这 一 比例 记 可 以 从 上 面 的 两 个 和 用 第 二 侣 成 规则 得 出 .。 

这 样 不 用 线段 的 秉 法 建立 的 比例 论 只 要 闻 定 一 条 单位 线段 < 
就 能 引进 线段 乘法 。 实 际 上 ,我们 可 规定 eye 的 第 4 比例 项 是 
钱 眉 a,b 【就 单位 < 本 言 ) 的 秉 积 ， 

甘 干 这 样 规定 的 线 眉 乘 革 的 运算 律 是 这 样 的 ; 隧 法 交换 律 是 
由 比例 内 项 的 可 换 狂 则 出 ， 冬 法 结合 律 陈 述 为 : 如 洒 e124 一 bw， 
eb 一 ev en ew Ml :a 一 vww， 这 个 算 律 可 以 如 下 证 
明 。， 由 所 假设 的 第 二 个 比例 得 be 二 v;:c， 连 疗 所 恨 设 的 第 三 个 
比例 再 应 用 一 个 合 臣 得 5:# 一 v:w， 于 晨 根据 所 假 竣 的 第 一 个 比 
例 即 得 ce:6 一 vw。 乘法 分 配 律 陈述 为 如果 e3e 一 站 :#,e ;8 一 
cv 则 eia 二 (BD 寺 0):(# 填 2)， 圈 想 证 明 它 ,只 需 证 明 : 如 果 
下 :一 92， 刚 上 :一 《十 cz 十 0 但 按照 在 开始 时 所 担 
及 的 一 条 定理 ,这 个 论 斯 是 正确 的 

在 这 样 引进 线 侦 计算 之 后 ， 现 在 就 可 以 如 局 $17 里 所 讲 的 一 
样 建立 平 烟 解析 几何。 

注 记 利用 单位 线段 来 代替 定义 线段 胰 法 为 建立 解析 几何 ， 
必须 引进 比 的 计算 ， 先 用 下 面 的 规则 来 规定 比 的 加 法 和 雪 法 ; 

《Br (Chic) = tat be 
(a:6) "(hic — gir 


1 甫 两 线 妨 丝 之 和 作为 次 确 定 骨 之 各 是 不 合生 的 ， 邑 内衣 的 几 林 加 法 的 岗 定 它 
与 忆 下 事实 祖 违背， 因为 由 钱 丑 的 比 所 痪 定 的 骨 常 是 锐角 ， 六 两 锐角 之 和 地表 党 币 是 
巾 第 ， 
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于 是 等 比 轴 等 比 仍 每 等 比 , 等 比 著 以 等 比 仍 公 等 比 . 

从 前 面 (197 一 198 页 3 所 建立 的 比例 沦 的 性 质 , 特别 是 从 第 四 
比 信 项 的 存在 ， 这 些 规则 均 能 适合 ， 而 且 如 法 及 科 靶 的 其 余 规则 
也 哆 成 立 。 在 没有 其 他 注解 情况 下 ， 我们 可 以 得 出 ， 先 法 的 逆 运 
算 即 除 以 ai 就 基 乘 以 5:4， 而 且 比 oa:o( 一 5) 起 着 乘法 恒 
等 元 的 作用 。 


补 篇 Ji 平面 面积 理论 的 注 记 


在 818《〈60 一 61 贡 ?中 关于 痢 分 相等 和 拼 补 相 等 的 定义 以 及 其 
后 的 定理 ,这 里 将 给 出 有 关 它 们 的 一 些 更 请 束 和 更 深入 的 注释 . 义 
“多 角形 "这 一 名 词 此 处 常 指 “ 简 单 多 人 角形 ”而 言 ， 

首先 ， 要 注意 到 将 一 个 多 角形 P" 齐 分 "成 两 个 多 角形 P,P 了 ， 


(参看 60 页 ) 的 精确 含义 必须 与 剖 分 成 片 个 多 角形 的 定义 相 唤 合 ， 

与 人 18 前 分 相等 和 拼 补 相等 直接 有 关 的 推论 一 般 是 成 立 的 ， 
假如 对 “结合 "与 “ 移 去 ”这 两 个 概念 是 在 有 限制 的 情况 下 来 理解 ， 
如 果 不 打 算 在 所 说 的 方面 加 以 限制 ， 就 必须 引进 多 角形 概念 外 的 
男 一 个 普遍 的 概念 一 一 “合成 多 角形 "。 从 这 点 出发 就 能 运用 定 
理 : 每 个 简单 多 角形 能 够 剖 分 成 三 角形 。 

为 了 按照 多 目 形 边 数 用 归纳 法 证 明 这 个 定理 ， 只 要 证 明 边 数 
# > 3 的 多 角形 P 能 够 剖 分 成 两 个 边 数 较 少 的 多 角形 就 够 了 ， 

设 4.，*……+，A，, 为 一 多 角形 了 的 相 邻 顶点 。 今 沽 虞 自 4 调 
多 角形 失 部 所 射出 的 半 线 ， 如 果 此 半 线 首次 再 过 此 多 角形 于 8B 
《这 半 线 可 以 如 此 选取 使 得 8 不 在 直线 Ad 或 44, 上 ), 当 B 
是 多 角形 P 了 的 一 个 顶点 , 则 线段 和 48 立即 将 己 阁 分 成 边 煞 较 少 的 
尖 个 多 角形 , 否则 当 8 位 于 多 角形 的 边 4;Aiw， 上 ,其 中 2 三 ;所 
一 1， 且 相等 符号 最 多 仅 前 出 现 一 次 。 如 果 2 之 i 之 # 一 1， 则 
线 眉 448 仍 产生 一 个 所 要 求 类 型 的 齐 分 至 于 宇 一 ”一 1 及 
i 一 2 的 情形 仍然 用 同样 的 方法 来 处 理 ， 如 果 i 二 2， 则 线 眉 A,8 
曾 分 多 角形 了 成 三 角形 41448 及 ”角形 4 和 BA … A.， 今 将 后 者 
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用 已 表示 ,线段 4 将 产 剖 分 成 一 个 三 角形 及 一 个 《x 一 1) 
骨 形 ， 或 者 严 位 于 三 角形 4.84, 的 内 部 (在 每 种 情况 下 岁 合 有 
P 的 内 点 ) ,或 至 少 一 个 顶点 恬 ， 其 由 j 之 3， 位 于 三 角形 的 边 
妈 汶 上。 在 第 一 种 情况 下 , 即 得 出 所 要 求 的 部分 。 否 则 ,及 4; 刻 
出 且 过 项 点 4; 中 的 一 个 所 作 的 半 线 中 取出 一 条 , 它 与 直线 84， 
的 交点 是 与 妃 最 靠近 的 ， 并 且 在 此 半 线 上 取 P 中 与 如 最 靠近 
的 一 个 顶点 ， 设 此 顶点 是 4， 如 于 不 二 #， 则 线 眉 4444 将 多 
角形 P' 部 分 成 边 数 较 少 的 两 个 多 和 角形。 如 果 一 #， 线 自 BA 
即 产生 这 样 一 个 齐 分 2 

将 一 多 角形 剖 分 成 三 角形 产生 不 相交 的 情况 ， 即 没有 随 个 三 
角形 有 公共 的 一 个 内 点 。 当 必须 时 ， 由 附加 划分 也 可 能 更 适合 三 
角形 剂 分 的 条 件 ;每 对 三 角形 或 者 不 交 ,或 仅 有 一 公共 项 点， 或 省 
有 一 边 然而 却 没有 其 他 公共 点 . 

平面 内 具有 ?三 角形 剖 分 条 件 的 有 限 个 三 角形 的 集合 并 不 需 
要 形成 一 个 多 角形 剖 分 为 三 角形 。 用 这 样 的 三 角形 的 集合 可 以 三 
角 关 分 的 图 形 旧 有 -- 般 的 特性 ， 设 将 它们 叫做 合成 多 角形 。 

为 了 从 三 角形 集合 得 到 能 三 角 剖 分 的 合成 多 角 崩 的 图 形 ， 首 
先 必 须 去 掉 丙 个 三 角形 的 公共 过 。 于 是 其 余 的 折线 太 可 能 形成 一 
个 简单 多 角形 ,其 中 两 个 或 多 个 三 角形 的 相 邻 边 在 同一 直线 上 , 它 
形成 多 前 形 的 一 个 边 。 或 者 将 折线 错 训 分 (按照 已 给 形成 法 ) 成 几 
个 简单 多 和 角形， 这些 多 角形 的 边 也 叫 合成 多 角形 的 边 ， 平 面 内 不 
属于 多 角形 的 点 划分 为 合成 多 角形 的 “外 点 "和 "内 点 "， 它 们 可 如 
下 法 形成 : 三 角形 的 有 限 集合 可 以 被 一 个 多 角形 甚至 于 一 个 三 角 
形 所 包围 。 在 包 周 合 成 多 角形 的 多 角形 外 部 的 点 蔬 合 成 多 角形 的 
外 点 。 另 外 ， 内 点 和 外 点 可 以 由 下 列 事实 来 区 分 。 穿 过 合成 多 角 
形 的 每 一 边 (或 ) 由 外 点 进入 内 点 或 由 内 点 到 外 点 。 再 之 人 们 可 这 
样 考虑 外 点 是 所 有 那些 位 于 三 角形 集合 外 部 的 点 ， 而 内 点 则 是 位 


1) 将 一 个 简单 这 前 形 能 剖 分 成 三 久 形 的 一 个 不 同 论证 可 从 补 篇 所 引 范 ' 站 
瓦尔 化 的 交 章 巾 得 到 , 基 痢 55; 定理 24， 
2) 去 托 插 学 里 ,这 样 购 集 侣 呵 履 布 乒 平面 三 角 复 已， 
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于 这 些 三 角形 中 一 个 的 内 部 或 在 这 些 三 角形 的 一 条 边 上 但 不 在 合 
成 多 角形 边 上 的 那些 点 。 

这 伴 ， 每 个 不 相交 三 角形 的 有 限 集合 决定 一 个 合成 多 角 形 . 
由 它 利用 一 个 适当 划分 可 得 到 一 个 三 角形 的 集合 ， 它 具有 三 角 剖 
分 的 福 怖 且 结果 所 得 的 合成 多 角形 与 各 种 太 同 划分 的 选择 无 关 ， 
另 言 之 ,对 于 每 两 个 划分 ,党 可 确定 一 个 第 三 省 ， 它 是 另 丽 合 划分 
的 某 一 个 划分 ， 通 过 划分 从 一 个 合成 多 角形 的 三 角 章 分 所 得 的 
三 角形 集合 仍 产 生 同 一 合成 多 角形 。 这 是 因为 在 划分 中 三 角形 加 
入 的 边 在 较 狭 意 的 三 解 剂 分 下 常 出 现 两 次 ， 

从 两 个 不 相交 的 合成 多 角形 了,9 能 够 得 到 一 个 新 的 合成 多 
形 ， 它 是 利用 ?及 2 的 三 角形 剖 分 中 的 卫 个 三 角形 集合 里 不 相 
交 的 三 角形 的 集合 所 形成 ， 如 此 所 得 的 人 台 成 多 角形 与 P 及 的 某 
神 特殊 的 三 角形 部分 无 关 ,这 可 人 前面 关于 划分 的 注 记 得 出 , 央 此 
它 由 P 及 8 唯一 确定 ,而 称 为 P 与 8 的 一 个 组 合 ,或 省 说 自 了 通过 
8 的 添加 ,并 用 “P 十 8” 来 表示 ， 

这 种 组 合 的 方法 可 以 推广 到 玫 个 成 对 的 不 相交 的 合成 多 角 
形 。 并 且 这 种 组 合 具 有 结合 及 训 换 的 性 质 ， 这 是 因为 成 对 的 不 相 
变 的 三 候 形 梨 合 的 并 具有 这 些 性 质 . 

今 设 哺 及 中 为 削 分 成 三 角形 的 三 角形 集合 各 ，……A， 和 

` ,At 记 给 出 的 两 个 任意 合成 多 角形 。 于 是 对 每 一 个 三 角形 
A 能够 确定 一 个 冲 分 为 三 角形 的 划分 Aj :Ai 使 得 没有 A 
是 与 A 的 一 边 林 交 , 并且 每 个 Ai; 或 者 完全 位 于 4， 内 或 与 它 
没有 公共 内 点 ， 这 翌 ,我 们 可 得 到 疡 的 一 个 三 角形 前 分 ,使 得 共 中 
每 个 三 角形 或 者 全 部 是 妨 ，-……, A; 中 的 某 一 个 或 者 与 这 些 三 角 
形 的 性 一 个 没有 公共 内 点 ， 第 一 类 三 骨 形 产生 合成 多 角形 T, 的 
一 个 三 角形 剖 分 ， 第 二 类 则 产生 合成 多 前 形 T, 的 一 个 三 角形 章 
分 ， 县 下 一 1 十 了 ， 如 果 在 A 中 将 了 的 三 角形 前 分 的 三 角 
形 从 A; 中 分 出 ， 祭 下 的 图 形 能 够 剖 分 为 三 骨 形 并 能 看 作 是 一 个 
合成 多 角形 好， 于 是 两 两 不 相交 的 合成 多 角形 忆 ，,-… ,Ri 的 组 
合 产生 一 个 合成 多 角形 T, 且 8 一 T, 十 7。 这 样 合成 多 和 角形 
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Ti Ti Ti 其 两 两 不 交 的 ， 它 们 的 组 合 入 十 了 十 了 规定 为 了 
与 台 的 并 ,TT， 则 英 做 了 与 的 交 . 

对 于 这 个 分 析 较 精确 的 论述 必须 月 到 下 外 的 情况 ;如果 三 角 
形 某 一 边 上 的 一 点 或 顶点 在 一 个 合成 多 角形 的 内 部 ， 则 这 三 角形 
的 一 个 内 点 也 将 位 于 这 合成 多 角形 的 内 部， 因此 得 出 : 如 录 在 琴 
不 三 角 章 分 的 合成 多 角形 与 台中 ，P 的 三 角 剖 分 中 的 一 个 三 角 
形 如 果 与 如 的 三 角 章 分 中 的 一 个 三 角形 无 公共 内 点 ， 则 P 与 马 是 
不 相交 的 。 - 

作为 最 后 讨论 的 一 个 结果 ， 要 注意 到 : 对 任意 两 个 合成 多 角 
形 了 ,8 常 存 在 一 个 并 了 及 一 个 交 史 而 具有 下 述 特性 : V 与 D 是 
合成 多 角形 ， 能 够 路 定 合成 多 角形 P” 及 吕 而 使 P,Q，,P 两 
两 不 交 , 且 

P-DI+P, 8 一 也 十 日 ,了 了 一 十 瑟 十 台 

并 且 也 有 


VPi0, Vo0+P’ 
现在 给 出 关于 合成 多 衣 形 的 前 分 相等 和 拼 补 相等 的 一 般 定 


多。 

定名 ”两 个 合成 多 角形 了 ,8 称 为 章 分 相等 ， 假 如 能 够 确定 
P 的 一 个 三 角形 前 分 A,-… ,和 .和 呈 的 一 个 三 角形 部 分 如， …， 
A 而 使 A 及 A 是 合同 三 骨 形 ， 湖 个 合成 多 前 形 P,@ 称 为 
拼 补 相 等 如 果 能 够 对 了 添加 一 个 合成 多 角形 P', 对 9 添加 一 个 合 
成 多 角形 8” 而 使 P' 与 8 家 分 相等 县 了 P 十 PP 与 8 二 
剖 分 相等 。 

为 了 说 月 这 些 定义 的 正确 必须 证 担 它 们 与 以 前 所 提 到 的 多 
角形 的 痢 分 相等 和 董 补 相等 的 定义 (5$18) 是 一 致 的 。 

就 麟 分 相等 来 讲 ， 立 即 看 出 关于 多 角形 的 新 定义 与 羽 前 所 述 
者 有 相同 的 意义 . 

至 于 剖 分 相等 的 传递 性 ， 即 两 个 合成 多 角形 分 别 与 第 三 孝 剖 
分 宰 等 ， 则 这 涛 个 也 必 剂 分 相等 的 定理 , 它 可 用 与 以 前 多 角形 C61 
页 的 证 明 》 十 分 类 似 的 方法 来 证 明 。 在 没有 更 多 的 注释 下 我 们 也 
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可 得 到 剖 分 祖 等 的 可 加 社 的 定 到 ， 如 果 个 合成 多 着 形 由 商 个 
合成 多 角形 Pl 及 P, 组 成 ， 类 记 地 人 沁 多 角形 由 两 个 合成 多 
外 形 2， 及 有 组 成 ， 且 如 果 Pj 与 81,，P， 二 89; 分 别 剖 分 相 
等 , 则 与 如 剖 分 相等 , 

为 了 证 明 合 成 多 角形 拼 补 相等 的 定义 与 以 前 基于 包 和 角形 了 , 吕 
的 定义 相同 ,必须 建立 下 面 的 引 理 : 如 果 ?是 一 个 多 逢 形 , 玉 是 一 
个 合成 多 和 角形， 于 是 在 P 上 可 添加 与 天 剖 分 相等 的 多 角形 月 ， 因 
此 中 十 瑟 是 一 多 角形 ， 简 言 之 中 可 由 添加 与 六 剖 分 相等 的 多角 形 
号 而 扩展 成 一 个 多 角形 。 

为 了 证 明 , 首 先 考 虑 下 面 的 柑 况 , 即 多 第 形 P 的 一 边 “位 于 一 
直线 ”上 ,并 使 多 征 形 的 所 有 顶点 , 除 掉 “的 端点 外 ， 汐 位 于 & 的 
现 亿 ,合成 多 角形 天 被 剖 分 成 三 角形 名， ….,Ak、 现 在 每 个 三 第 
形 与 一 个 长 方形 前 分 相等 ,这 可 从 下 向 的 方法 看 出 : 设 4BC 是 
一 个 三 第 形 ， 它 的 4 角 和 百 角 部 是 锐角 ， 又 设 CA 与 CB 中 点 
的 联 线 是 p， 且 与 G 是 由 A 与 8B 
分 别针 考 所 作 垂 线 的 重 足 ， 于 是 长 


方形 4BGF 与 三 角形 48C 部分 
相等 ,这 可 由 C 到 FG 作 铸 线 看 出 是 
《参看 38 页 为 证 明定 理 39 的 图 )。 
这 样 一 个 长 方形 R, 与 每 个 三 补 图 4 

第 形 入 (i 一 1,… ,如 剖 分 相等 ， 王 是 将 长 方形 Ri, RR;,-…… ,RR 
连续 附加 在 多 第 形 P .上 而 使 Ri 与 Rj 合同 这 是 可 能 的 。RR 十 ，…。 
连同 了 + 并 二 。 - 十 Ri， 同 为 多 角形 . 于 是 多 角形 
记 十 -十 RR’ 配 与 合成 多 前 形 玉 章 分 相等 ， 在 这 种 情况 下 ,断言 得 
以 证 明 ， 

普遍 情况 可 依 下 靶 化 成 上 面 的 甘 殊 情况 ， 经 过 多 前 形 的 
一 个 顶点 作 一 直线 9 不 含有 己 的 其 他 顶 志 且 不 平行 于 连接 中 的 两 
质点 的 直线 ,过 了 的 所 有 顶点 作 4 的 平行 线 q,-.-,g, 且 与 直线 < 
相交 .在 这 些 交 点 中 有 两 个 是 最 外 而 的 ， 设 g; 是 直线 9 - “9, 
中 过 暴 外 向 的 交点 的 一 条 。 于 是 仅 有 了 的 一 个 顶点 B; 在 gq; 上 ， 
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并 且 卫 的 所 有 其 他 顶点 均 位 于 2 的 同 侧 ， 今 对 多 角形 水 加 以 了 
为 席 虚 的 一 个 三 第 形 A， 而 使 PP 十 & 仍 是 一 

个 多 和 骨 形 , 且 仿 的 一 边 位 于 直线 9; 上 ， 而 科 

的 该 边 的 对 顶 位 于 了 的 终止 在 号 的 一 条 过 

和 ”上 ,这 将 是 可 能 的 ,同时 还 可 选择 A 如 此 小 使 

得 KK 的 剖 分 具有 形式 玉 一 A 十 KK， 其 中 愉 

Ei 与 A' 是 合同 的 关于 上 面 特殊 情况 的 条 件 ， 
现 对 P 十 A& 及 K' 都 满足 。 按 有 照 已 经 证 明 的 

补 图 3 禧 况 ， 可 对 了 十 恕 确定 一 个 多 和 角形 日 ， 它 与 
K’ 前 分 相等 而 使 了 十 态 十 HH 是 一 多 第 形 . 故 由 上 面 的 论证 和 A 十 
“也 是 一 个 多 角形 。 了 再 者 A 十 量 与 A 十 KK 前 分 相等 , 因 之 与 KK 
也 是 这 样 , 故 论断 即 得 以 证 明 . 

设 P 与 8 是 按照 合成 多 角形 拼 补 祖 等 定义 下 的 王 个 拼 补 相等 
的 多 前 形 。 于 是 存在 剖 分 相等 的 合成 多 荫 形 了 ',8' 而 使 P 十 P'， 
@ 十 9' 仍 是 剖 分 相等 的 合成 多 节 形 。 按 照 这 个 引 理 ， 能 够 确定 
一 个 多 角形 P”， 它 与 P” 前 分 祖 等 ,同时 确定 一 多 角形 8”、 它 
与 乡间 分 相等 ,办 而 了 十 P” 及 9 十 8” 是 多 和 角形， 这样 P 十 
P' 及 9 二 9" 将 分 别 与 了 十 P” 及 & 二 8” 剖 分 相等 。 由 剂 分 
祖 等 的 传递 性 从 这 些 部 分 相等 可 以 推出 : 2” 与 8” 前 分 相等 
且 卫 十 P" 与 8 二 8” 也 剖 分 相等 ， 于 是 按照 $18 所 定义 拼 补 
相等 的 条 性 将 适合 。 反 之 ， 按 照 这 个 定义 两 个 多 角形 拼 补 相等 而 
在 两 个 合成 多 第 形 拼 补 相 等 定义 的 普 义 下 ， 也 拼 补 相等 。 这 将 是 


' 很 明显 的 ， 不 需要 更 多 注释 。 因 此 将 两 个 台 成 多 角形 拼 补 相等 的 


定义 应 用 浏 多 和 角形 上 与 前 面 所 提 济 的 定义 有 相同 的 意义 . 

同时 由 这 个 证 盟 可 得 下 面 的 定理 ; 如 果 了 ,8 是 两 个 拼 补 相 
等 的 多 角形 , 则 能 够 就 P 和 9 分 别 添加 一 个 多 角形 P 和 0'， 而 
P' 与 ”部 分 相等 因而 了 十 P' 及 8 + 8 是 剖 分 相等 的 多 角 
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1) 在 前 几 版 里 ,关于 呈 和 和 虽 的 这 个 条 件 是 悄 作 规定 拼 补 相等 的 性 质 ， 
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将 拼 补 相等 的 概念 推广 到 合成 多 角形 上 现在 将 可 以 证 明丽 个 
多 角形 均 与 第 三 个 拼 补 相等 , 则 它们 第 此 拼 补 相等。 

如 果 岗 个 多 角形 了 和 龟 均 与 多 角形 卫 拼 补 相等 ， 则 存在 合成 
多 角形 P 8 ,S,T 具有 以 下 人 性质 P ”与 3 章 分 相等 ，& 与 了 剖 
分 相等 ,并 且 P 十 忆 与 尺 十 9 连同 品 十 台 与 丸 十 工 均 且 放 分 相 
等 的 合成 多 角形 ， 这 同时 说 明 ?与 P” 连同 8 与 都 是 可 交 的 
并 且 尺 与 5 入 同 尺 与 也 是 这 样 ， 疏 民 与 5 及 TT 并 也 是 不 交 的 ， 
这 个 并 如 同 前 面 所 指出 的 一 方面 可 议 表 作 5 十 了， 而 另 一 方面 又 
可 表 作 了 了 十， 其 中 了 T 与 5 都 是 合成 多 和 角形. 

现在 可 以 确定 合成 多 角形 了 十 P'， 它 能 被 一 个 三 角形 所 包 
国 , 与 了 章 分 相等 的 一 个 侣 成 多 角形 P” 完 全 在 了 十 P' 的 外 
部 , 并 且 就 9 十 ”确定 一 个 与 5 剖 分 相等 的 人 台 成 欠 角 形 9， 
完全 在 8 十 8' 的 外 部 。 利 用 前 分 相等 的 可 加 性 可 知 PP 十 PP" 
与 5-FT,0 二 0 与 TT 二 S$,P--P++P "与 RS+T', 
二 8 二 8” 与 R 十 TT 十 8 之 间 者 前 分 相等 .而且 5 十 了 T= 
IT 十 8。 故 得 P' 十 P” 与 8' 十 8” 剂 分 相等 且 P 十 P' 十 PP” 
与 名 十 98' 十 9” 剖 分 相等 ,因而 P 与 8 拼 补 相等 ， | 

在 证 明 中 引 理 基 不 需要 的 。 更 重要 的 是 下 述 事实 ; 对 每 个 合 
成 多 和 角形, 能够 确定 与 它 剖 分 相等 的 另 一 个 合 或 多 角形 ,完全 在 已 
知 多 角形 的 外 部 ， 并 且 每 个 合成 多 角形 能 用 一 个 多 角形 (三 角形 ) 
所 包围 ， 除 去 这 些 ， 也 用 到 合成 多 角形 的 划分 相等 的 传递 竹 和 可 
加 性 。 

_ 利用 这 些 结 果 世 能 够 推出 才 补 相等 的 可 加 性 ,证 P,8,5, 工 
是 合成 多 角形 ， 而 且 了 ,8 以 及 5, 了 都 是 不 交 的 。 如果 P 与 8 
以 及 吕 与 了 都 拼 补 相等 ， 进 一 步 可 以 证 明 了 十 如 与 3 十 了 也 拼 补 
相等 。 

由 假设 存在 着 合成 多 角形 P',8',5*, T” 而 使 P 与 PP 用 与 
9 ,5 与 5 以 及 了 了 与 了 之 同 均 可 交 , 并 且 P' 与 8,8' 与 ?过 
同 己 十 已 与 9 二 39 以 及 9 十 8 与 人 十 T' 均 前 分 相等 . 

现在 能 够 确定 一 个 合成 多 角形 P*, 它 与 位 于 合成 多 角形 了 十 
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8 外 部 的 Pp” 崩 他 入 等 ,同时 还 确定 一 个 谷 成 多 衣 形 90*， 它 与 位 
于 了 十 如 十 P* 外 部 的 0 剖 分 相等 ， 同 时 也 能 够 确定 合成 多 
角形 85* 及 T*, 而 使 8 号 8*,T' 与 T* 前 分 相等 , 昌 使 5* 位 
于 5 十 工 外 部 ，T* 位 于 5 十 T+ 5* 外 部 ， 

利用 章 分 相等 的 假设 以 及 剂 分 相等 的 传递 性 和 可 加 性 得 出 
Py 与 ,0* 与 T*+,P 二 Pr 与 5 十 St,0-0* 与 外 十 了 T* 
元 剖 分 相等 。 因 之 P* 二 人 9* 与 人 二 了 * 以 及 P+O+P*+ 0* 
写 5 十 人 十 下 十 T* 训 分 相等 。 故 得 PP 十 日 与 5 十 T 拼 补 
从 等 。 - 


补 篇 IV 


1. 以 禧 妙 格 定理 为 莫 础 关于 线段 计算 引 论 的 注 记 


在 第 五 章 $24 一 $27 里 ,不 借 合 同 公理 及 连 线 公 理 而 展开 对 线 
敲 计算 的 研究 也 并 未 用 到 涛 序 公理 I 特别 是 ,那里 所 论 到 的 证 明 
只 是 利用 关联 公理 ,平行 公理 IV* (实质 上 也 是 一 个 关联 公 
理 ) 和 定理 53 《72 页 ) 所 表述 的 短 沙 格 定 理 得 出 "。 顺序 公理 则 首 
先 在 $28 才 引 人 ， 是 为 了 证 明 所 论 的 线 项 计算 可 能 规定 钱 候 间 的 
一 种 定量 关系 而 使 $13 中 的 绩 序 规则 13 一 16 能 欧 适 合 ， 假 如 这 
些 规 则 不 予 考 碟 ,而 用 $28 末尾 所 规定 的 一 个 德 沙 格 数 系 来 代替 ， 
于 是 我 们 得 到 八 域 的 概念 , 负 谓 僚 域 是 一 全 数 集 , 它 具有 有 理 数 域 
中 去 掉 雪 污 可 搞 性 的 所 有 狂 质 (5 13,1 一 11)， 

如 同 $29 《参看 86 一 87 页 ) 开始 时 简短 措 出 的 从 斜 域 出 发 能 
够 建立 一 个 三 维 空间 的 解析 几何 。 对 这 种 几何 ， 所 有 公理 I 及 平 
行 公 理 TY* 殊 能 适合 。 另 一 方面 ， 如 同 $ 22 所 指出 ， 从 这 些 公 
理 可 以 证 明 德 沙 格 定理 ,这样 我 们 得 出 与 定理 56 相应 的 下 面 定 
尾 ; 


17 在 524 一 827 的 图 中， 过 0D 所 引 的 两 条 相 倪 的 半 射 线 中 的 甸 一 条 在 意义 上 兢 有 
不 网; 然而 在 本 款 材 中 这 并 不 需要 ， 
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定理 56* 在 茜 种 平面 几 休 里， 如果 公 理 中 ;及 IV* 艾 满 
足 ， 则 楼 沙 烙 定理 的 成 立 是 这 种 风 何 能 够 安装 存 不合 公 理工 和 
IV* 的 一 种 空间 几何 的 庆 要 条 件 . | 


2. 关于 537 的 注 记 

在 第 七 章 $37 中 定理 65(103 人 ) 的 论断 需要 一 个 更 涌 切 的 限 
制 ， 即 必须 从 关于 几何 作 图 问题 的 条 件 的 范围 内 使 所 求 点 的 坐标 
的 解析 处 理 是 由 一 组 不 可 药 的 代数 方程 所 给 出 的 ， 

关于 这 样 限 制 的 一 个 必 此 性 是 由 D. 凯 肉 《D， Kijne) 在 平 
面 几何 作 图 的 一 般 可 能 问题 的 研究 中 所 指明 的 , 见 他 的 文章 “平面 
作 图 范 赎 的 理 论 ”(Plane Construction Field Theory, Utrecht, 
”19582)。 


补 篇 V 
1. 附录 11 中 模型 的 前 分 相等 


在 附录 正中 已 经 指出 , 仍 刀 三 角形 的 合 问 公理 Il 用 限制 在 
同 局 向 的 对 应 三 角形 的 情况 下 较 锋 义 的 合同 公理 II 来 代替 , 则 
不 用 阿 基 米 德 公 卉 而 用 第 四 章 ($18 一 $21) 的 方法 ,面积 论 的 发 展 
已 不 再 可 能 。 甚 至 将 (借用 Il 能 证 明 的 ) 关于 角 合 同 的 Hl 和 
Hy 的 断言 (参看 114 页 ) 作为 公理 并 附加 所 需要 的 直角 存在 狂 也 
基 个 可 能 的 ,将 这 解释 予以 扩展 从 而 更 将 突出 这 个 结果 ， 

入 孙 工 讨论 到 依 夫 癌 原 亚 所 构造 的 而 个 平面 几何 模型 ,每 个 
都 二 包含 在 一 种 解析 几何 里 ， 其 中 的 数 系 共有 有 序数 域 的 所 有 性 
抽 ， 但 并 不 是 实数 集 ， 在 一 种 情况 时 是 由 参数 : 所 产生 的 非 阿 基 
米 德 数 集 , 它 起 着 “无 限 小 数 ” 的 作用 , 另 一 种 情况 则 是 实数 集 的 一 


17 甘于 这 个 讨论 的 继续 。 了 , 凯 内 又 给 出 一 篇 较 新 的 文章 * 利 用 直 尺 和 渤 线 器 项 
尔 位 特 儿 何 作 图 的 代数 写实 ?” 《Die algebraische BPDeutung der Iilberi'schen 
Beomefrischen Konsiruktionen mitels Linecal# und EichmaBes, Flemente 
der Matb, Bd, 26, Nr, 1. Basel, 1971), 
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个 可 数 子 梨 。 结 合 、 顺 序 以 及 平行 等 的 定义 和 通常 所 用 的 一 样 , 仅 
.旋转 的 定义 含有 异常 的 情况 ， 这 是 由 于 将 一 站 归 放 转 角 将 产生 
一 个 依赖 于 。 的 正 因 子 ， 两 个 图 形 (线段 、 角 、 多 角形 ) 称 为 合 
假如 它们 经 过 旋转 和 平移 可 以 互相 得 到。 

在 这 此 模型 中 ,除去 论证 直角 的 存在 性 外 ,可 以 证 明 公理 ，， 
TI ws< xnIV 均 成 立 ， 于是， 有关 他 网 理论 的 定理 在 具有 同 周 
向 ( 即 在 “在 ”及 * 左 ”的 情况 下 ) 的 对 应 图 形 的 范围 内 必 成 立 ， 角 可 
以 比较 , 凡 直 角 均 相等 成 立 , 且 三 角形 的 角 和 定理 也 是 正确 的 。 

。 ”其 至 一 些 定理 可 用 不 同 周 向 的 合同 定理 证 明 ， 又 三 角形 的 三 
边 中 重 线 ， 三 内 角 平 分 线 分 别 交 于 一 点 的 定理 也 均 成 立 。 这 些 可 
以 由 下 面 的 反射 定理 得 到 ， 它 是 由 反射 的 解析 表示 直接 推出 的 
关于 具有 方向 角 m， os os 且 过 一 公共 点 5 的 三 直线 的 三 个 反射 
的 组 合 、 产 生 一 个 关于 方向 角 为 & 一 中 十 wm 且 过 58 的 一 直线 的 
及 射 . 

区 的 理论 也 可 以 借助 于 前 述 的 定理 导出 ,由 规定 “在 线段 48 
上 的 图 ”作为 点 C 的 几何 轨迹 而 使 4CB 为 一 直角 .于 是 也 可 以 
证 明 一 务 上 同 弧 的 茵 周 角 均 相等 ， 并 且 获 得 所 有 的 工具 ， 按 照 第 
三 章 或 补 篇 I 的 方 靶 展开 比例 论 的 研究 。 

在 项 尔 伯 特 的 前 几 版 节 中 ,所 考虑 的 两 个 寞 型 里, 比例 论 成 立 
的 证 明 方 靶 确 实 能 用 一 个 比较 直接 的 证 法 来 代 蔡 5, 即 在 这 两 个 柑 
型 香 , 下 面 的 解析 几何 定理 成 立 : 如果 分 别 基 有 泽 标 x,y 和 za 
六 的 两 点 P， 和 P， 均 在 具有 坐标 x%, y。 的 P， 点 所 射出 的 半 
线 上 , 则 线 眉 PoP, 与 P,P, 的 比 等 于 模 标 差 为 一 加 与 加 一 吉 
的 比 ,假如 它们 均 不 是 零 , 则 时 卫 等 于 级 标的 芋 y 一 为 与 为 一 和 
之 比 ,假如 这 些 也 均 不 是 鹤 。 

这 两 种 几何 与 普通 吹 几 蛙 得 几何 之 间 的 差别 特别 表现 在 附 图 
5 (125 页 ) 中 两 个 直角 三 角形 08P 和 OQ8R 互 为 镜 象 反射 , 且 
选取 角 9OP 使 得 OR 之 长 小 于 OP 其 区 小 于 8. (在 第 一 种 


1》 下 于 这 个 不 两 ， 在 所 提 到 的 关于 反射 宇 理 的 避 论 及 其 推 论 在 第 七 版 的 附录 中 
都 被 去 扩 , 
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非 阿 基 米 德 模型 里 ， 长 讼 之 赣 仅 是 "无 限 小 " ,而 在 第 二 种 模 地 里 ， 
它 能 名 任 寒 大 .) 

长 度 测量 的 基本 原则 在 这 里 塌 不 成 立 ， 这 是 因为 线段 长 度 的 
测量 是 由 它 在 X 轴 及 Y 轴 上 的 射影 来 决定 ， 印 毕 达 哥 拉 斯 定理 作 
为 关于 直角 三 第 形 中 线 菇 长 度 的 定 至 .这样 就 促 动 希 尔 伯 特 将 它 
遇 做 “ 非 毕 过 哥 拉 斯 几何 ”。 另 一 方面 ， 希 尔 伯 特 确证 明了 在 所 建 
立 的 几何 中 毕 您 哥 拉 斯 定理 作为 拼 补 相等 的 定理 是 正确 的 ， 即 在 
直角 三 角形 和 斜 边 上 所 作 正 方形 与 两 个 直角 边 上 所 作 的 正方 形 拼 补 
相等 也 是 成 立 的 ， 

事实 上 ， 欧 几 里 得 关于 拼 补 相等 的 证 明 仅 用 到 同属 向 对 应 疾 
形 的 合 千 ， 对 这 种 几何 ， 如 以 前 所 提 到 的 , 借 合 向 映射 (参看 117 
一 118 页 ) 夹 定 义 多 角形 的 合同 , 即 利用 人 台 同 映射 如 果 两 个 多 骨 形 
可 以 互相 得 到 ， 则 说 它们 合同 ， 并 且 如 前 规定 它们 的 剖 分 入 等 和 
拓 久 相等， 于 是 欧 儿 里 得 的 论断 仍 可 适用 , 《特别 注 寒 必须 应 用 
补 篇 i 所 给 的 方 靶 对 拼 补 相等 传递 竹 的 证 明 在 较 狭义 的 合同 定 
义 下 仍然 成 立 , ) 

对 已 知 图 形 ( 补 图 5) OPGR 订 特 别 推 
出 OP 上 所 作 的 正方 形 与 OR 上 所 作 的 正方 
形 拼 补 相等 ， 香 然 线段 OR 较 OP 短 些 ， 
因而 OP 上 所 作 正 方形 却 能 与 安装 在 它 内 部 
的 正方 形 拼 补 相等 。 

这 个 结果 现在 还 可 以 深入 ， 因 为 人 们 知 
道 ， 在 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 不 仅 能 证 
明 与 两 个 直角 边 上 的 正方 形 拉 补 相等 而 且 出 
能 证 明 训 分 相等 ， 据 此 ， 具 有 同 向 的 对 应 三 
角形 及 四 角形 甚至 可 用 平行 应 移 相 联系 ?。 于 是 由 剖 分 相等 的 传 
递 性 可 得 ， 在 所 考虑 的 图 形 DPGR 中 ， 线 婚 OP 上 的 正方 形 与 
线 股 OR 上 的 正方 形 训 分 相等 


1 就 补 图 ?; “新 娘 的 席位 ”这 一 名 词 是 9 世纪 由 印度 入 传 下 来 的 ， 隔 尔 态 药 盖 
《Alnarizi) 是 阿拉 伯 关 于 欧 几 里 得 原本 的 注 夺 者 ,也 兽 禁 立 了 前 分 相等 ， 
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景 后 ， 割 分 相等 也 可 由 补 图 5 直接 看 出 ， 其 中 每 个 正方 形 
OABP 及 DCDR 都 剖 分 成 九 个 多 角形 , 即 七 个 三 角形 ， 一 个 四 
p 角形 和 一 个 五 角形 。 在 两 个 正方 形 中 用 

相同 数字 所 表示 的 对 应 多 角形 可 以 由 平 

行 位 移 互 相 得 到 . 

如 果 在 DP 上 0 到 P' 作 较 短 的 线 

到 :AF ” 眉 OR, 则 在 OP” 所 作 能 安装 在 OP 上 
的 正方 形 内 部 的 正方 形 DOP'B'A 与 它 
剖 分 相等 . 

下 面 的 论证 也 可 以 用 到 这 种 情况 ,于 补 图 7 中 ， 六 角形 
4A*BP'PB 的 边 AB 及 BP 的 长 分 嘎 荐 OP 与 4B', 且 B'P' 
之 长 是 OR， 它 与 长 方形 4CC'4 剖 分 相等 ,其 中 点 C 在 自 了 所 
作 -45 的 延长 线 上 ， 且 与 互 的 距离 等 于 418',， 并 且 5 是 C 到 
直线 4B' 的 翟 足 ， 这 个 矩形 与 三 角形 4.4'B 章 耸 相等 ,其 中 4” 
是 从 4 点 所 作 04 的 延长 线 上 的 一 点 ， 这 可 以 用 初等 方法 由 4C 
长 度 小 于 48 长 度 的 二 倍 的 事实 来 说 明 ， 

今 将 正方 形 QABP 用 开 释 示 ，D4d 58 PP 用 工 表示 , 六 名 
形 44 8'P'PB 用 WW 来 表示 , 且 三 角形 44"B 用 和 表示 ,于 是 下 
和 了 T,A 生 均 莽 分 相等 ,因而 T 十 A 和 -+ 厂 , 亦 好 和 工 也 齐 
分 相等 ， 

今 再 自 5 延长 线段 PB 到 B” 使 它 与 44” 合同 ,于 是 三 
角形 4”8”B8B， 用 全 表示 ,将 与 三 角形 A 合同 (连同 导向 )， 故 
了 -HA 二 A' 与 了 十 A 剖 分 相等 .但 是 , T 十 和 -HA 是 长 方形 
OA4”B8”P， 并 且 T 十 人 是 由 这 长 方形 去 掉 A” 而 得 。 在 这 种 几何 
中 定理 52 中 的 一 个 反例 已 经 如 此 得 出 。 

最 后 仍 从 图 形 OPOR 开始 ， 能 够 得 到 彼此 构 型 一 样 旦 剖 分 
祖 等 的 两 个 长 方形 的 一 个 方法 。 此 法 比 车 虑 作 OP 和 OR 上 的 
下 方形 较 为 简单 。 旋 转 长 方形 OQ RS, 这 里 5 在 过 O 点 所 作 09 
的 重 线 上 , 且 03 一 5 及、 经 过 角 8OP 舟 反 方向 旋转 即 得 长 方 
形 OUQ'V， 鞭 中 和 0 分 别 在 线 侦 OP 和 00 上 , 这 个 其 
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万 形 ,用 简便 的 方法 可 以 看 包 , 它 与 长 方形 080 RS 剖 分 相等 , 其 
中 R 及 人 位 于 过 7 与 08 
平行 的 直线 上 , 且 8 位 于 05 
上 ， 则 长 方形 0C RS 安装 在 
长 方形 08 RS 内 部 且 与 之 剖 
分 相等 ， 


2. 希 尔 伯 特 的 谋 和 公理 补 图 3 


在 以 前 的 各 版 里 ， 与 面积 理论 相 联 系 的 附录 [I， 末 用 与 定理 
52 等 价 的 典 入 公理 ,得 到 一 个 能 从 较 狭 义 的 合同 公理 I 导出 开 
始 的 较 广义 的 合同 公理 Tb 的 证 明 。 这 旺 所 给 出 的 是 少量 无 足 经 
重 的 变动 ,为 使 它 能 适应 这 个 新 版 。 

前 面 已 经 指出 ( 参 夏 113 页 ) 合同 公理 IU 以 及 较 广 形式 图 形 
的 合同 必须 从 较 狭 形式 的 三 角形 合同 公理 Htz* 以 及 前 面 的 公理 一 
起 连同 Ul。 和 II; 推出 ,但 要 在 假定 等 用 三 角形 底 角 相等 的 定理 
_ 成立? 的 情况 下 ， 特 别 值得 注意 的 是 较 狭 义 形式 的 合同 公理 [Is 
也 可 用 十 分 不 同 的 方法 来 形成 即 用 一 个 很 直观 的 要 求 , 它 的 内 容 
本 质 上 与 定理 52C69 页 ) 由 我 在 几何 基础 时 证 明 移 相同 , 且 另 一 方 
面 如 同 附录 工 (127 页 ) 所 指明 的 它 不 是 较 狭 义 的 合同 公理 的 一 
个 推论 。 

设 多 角形 “ 割 分 相等 "和 “ 拼 补 相等 ”的 概念 如 518 所 定义 的 ， 
再 设 “ 组 合 " 及 “合成 多 角形 ”的 “ 剖 分 相等 "的 概念 如 补 篇 HI 所 给 
出 的 .然而 ,合同 则 理解 为 较 狭 意义 下 的 概念 。 因 此 以 后 永远 采用 
较 获 形式 的 三 角形 合同 公理 IIIw 并 且 将 用 到 以 前 的 公理 ,511 
II 以 及 平行 公理 IV， 


12 关于 一 个 更 精确 的 说 明 参 看 了 P， 共 尔 耐 斯 的 论文 “几何 基础 的 注 记 *” (Bemer 
Kungen zu den Grundligen der Geometrie, Courant Anniversery Wolume， 
1948，29 一 444. 如 柯 和 将 包含 陪 基 米 德 公理 及 平行 公理 诬 角 定理 的 假定 能 驶 用 不 国 
方法 由 不 合 对 称 公 理 的 特征 的 要 求 来 代 振 ,好 辕 疝 三 角形 第 三 合同 公理 的 苔 求 ， 这 个 
证 明 见 去- 斯 米 特 的 论文 * 从 平面 的 运动 引出 反射 ”CDie Herleitung der Spiege" 
iung at 时 der ebenen Bewegung, Math. Ann,, 109¢1934), 538—571), 
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问题 中 需要 作 如 下 的 一 个 推广 ; 

媒人 公理 一 个 多 角形 永远 不 能 与 页 一 个 名 角形 剂 分 要 等， 
它 的 边界 和 包 爹 弟 一 个 多 角形 的 内 点 ,但 不 包含 其 站 点, 即 它 是 嵌入 
在 第 一 个 的 内 部 。 

从 这 个 公理 首先 学 出 下 面 定理 ; 

一 个 多 角形 永 不 能 与 由 人 它 内 部 的 男 一 个 多 角形 拼 补 相等 . 

事实 上 ， 一 个 多 和 角形 了 与 它 内 部 的 一 个 多 角形 9 如 果 拼 补 相 
等 、 则 必 存在 两 个 前 分 相等 的 合成 多 角形 P 和 9 而 使 P 十 
P' 与 8 十 8 成 为 剖 分 相等 的 多 角形 。P 和 8 必 不 相交 , 且 由 
前 分 相等 的 可 加 性 ，8 十 P' 与 8 十 8 必 剖 分 相等 ， 并 日 由 莉 
分 相等 的 传递 性 了 十 P 与 日 十 P' 也 必 痢 分 相等 ， 另 一 方面 ， 
因为 8 在 P 的 内 部 ,存在 一 个 组 合 P 一 8 十 R， 其 中 民 是 一 个 侣 
成 多 角形 。 按 照 补 篇 II 的 引 理 ( 参 看 205 页 ), 靠 近 了 十 P” 能 有 
一 多 角形 P”, 它 与 刃 剖 分 相等 且 使 P 十 P' 十 P” 是 一 多 角形 . 
由 于 P 了 +P 和 0 十 P' 以 及 P” 和 R 汐 剖 分 相等 ,连同 划分 相 
等 的 可 加 福 就 可 淮 得 了 十 PP 十 P” 和 十 户 十 R 亦 即 和 了 P 十 
P” 前 分 相等 。 然 而 ,这 与 敬 人 公理 相 矛 盾 ， 

现在 将 证 明 下 面 的 定理 : 

如 采 三 角形 ABC 的 两 个 铺 有 和 昌 相 等 ， 则 它们 的 对 这 也 永 
远 相 和 车， 

为 了 证 明 , 在 48 上 确定 渍 点 玉 和 D 而 使 4D 一 BC 且 
8E 一 AC, 利 用 较 狭 形式 的 第 一 三 角形 合同 公理 可 得 三 角形 DAC 
和 C88 合同; 这 两 个 三 角形 也 拼 补 相等 ， 于 是 可 知 底 4D 和 
8E 也 必 相等 。 假 如 不 是 这 种 情形 , 取 4D' 一 BE ( 补 图 9), 则 
由 熟知 能 欧 几 里 得 方法 (参看 62 页 ) 必 将 得 出 两 个 三 让 形 4DP'C 和 
BEC 拼 社 相等 。 因 之 三 角形 4DC 和 4D'C 也 将 拼 补 相等 ， 这 
将 与 嵌 人 公理 所 推出 的 前 面 定理 相 矛 盾 ， 由 线段 4D 和 BE 的 
相等 立即 得 出 所 要 求 的 结论 。 

如 采 三 角形 4BC 的 两 和 杂 边 AC 和 BC 相等 , 则 它们 所 对 
的 角 了 世相 竹 ， 
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补 图 3 补 图 10 


为 了 证 明 , 假 定 结论 不 成 立 , 且 设 空 C<45 大 于 祥 CBA( 补 
加 107， 在 直线 A8 上 确定 两 点 和 B” 而 使 
XCAB™ YCBA A YCHA— YCAB 
于 荐 由 前 面 所 证 明 的 定理 
CA~ CB EE CH= CA 
利用 和 假 投 破 可 得 
CA— CP (C1*) 
对 三 角形 A4CA 和 BCB ， 利用 三 角形 外 外 定 理 得 
HACA — YCAB — YCAB : 


和 
人 ABCHB 一 XCB A— XCBA 
因 之 
AACA = YBCEB (C2*) 
公式 C1*) 和 (2*) 连 同 假设 证 明 三 角形 4CA4' 与 三 角形 BC 
是 在 较 狂 意义 下 合同 ， 于 是 推出 
AAAC— YBEC 
这 个 结论 是 雍 误 的 ， 因 为 这 两 个 角 分 别 是 三 角形 4B'C 的 内 角 
和 不 相 邻 的 外 角 。 
记述 的 定理 即 得 以 证 了 明 。 同 时 可 以 故 出 假如 借助 上 面 言 观 的 
关于 齐 分 相等 的 嵌 人 公理 ， 较 广义 的 合 局 定理 将 是 较 狭 义 形式 的 
合同 公理 Hls* 的 一 个 推论 。 
内 这 个 证 明 同 时 最 见 对 自前 的 应 用 腾 人 公理 可 以 用 下 面 较 简 
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单 的 公理 来 代替 : 
如 果 在 三 角形 4BC 中 点 DD 位 于 48 边 士 县 在 点 4 与 点 在 
之 加, 则 三 角形 4BC 和 4DC 不 可 能 榜 补 相等 9， 


1 我 的 一 简 文 章 “ 论 多 角形 面积 在 平面 几何 公理 法 的 反射 公理 的 运用 中 所 处 的 
地 位 ”CUber die Werwendung der Polygon inhalre an Stelle eines Spicgelu: 
ngsaxioms in der Axiomatik der Planimettie, Elem, d. Matbh,. B(1953), 102-- 
1072* 我 曾 用 到 与 此 结果 的 论证 相关 亿 的 论证 ， 当 谁 备 这 篇 文章 时 ， 我 井 未 用 到 附录 
II 中 前 面 的 几 良 ， 在 所 引文 章 的 丫 虽 , 我 也 井 未 给 出 适当 的 筹 雾 文献. 

《关于 附录 ,正如 前 苏联 缘 名 几何 学 家 口 . 玉 ， 拉 会 夫 斯 基 在 德 文 第 七 版 
俄 译本 序言 中 记 指 出 的 ， 附 录 的 文章 具有 非常 专门 的 主题 ， 而 且 程 度 高 深 ， 
秒 述 上 出 炳 具 料 色 ， 芭 将 这 部 分 内 容 补 译 束 理 出 来 , 仅 供 专门 读者 参考 ， 央 
跟 也 水平 ;不 爱 之 处 监 请 指正 -~ 一 译 者 注 . 》 
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德 文 第 七 版 的 俄 译本 注解 


[11 在 德 文 原 书 中 ,这 一 般 和 以 后 其 幅度 开始 时 。 有 一 个 标 
题 “Erkliraag”。 这 个 字 的 意义 是 “说 朋 * 或“ 声明”。 我 们 将 按照 
以 后 号 一 段 的 意义 ， 在 译文 中 或 者 译 成 “定义 ?或 者 译 成 < 说明” 

【2] 这 里 和 此 后 所 说 的 平面 几何 , 它 的 平面 是 看 作 独立 存在 
的 ， 这 几何 只 有 点 和 直线 作为 它 的 元 素 。 而 且 只 有 对 应 寺 它 们 的 
《 即 读 到 有 关于 平面 的 组 成 的 ) 一 部 分 公理 被 规定 了 . 

[3】 “Verknipfong” 这 个 德 文 名 词 ,一 般 译作 * 关 联 ” 或 “ 结 
合 "， 有 时 也 译 成 “从属 ?* 或 “属于 ”. 

如 同 前 面 ( 第 xix 一 第 xx 页 ) 已 经 指出 的 ， 我 们 把 某 种 关系 了 
解 为 存在 在 点 和 直线 之 闻 的 。 和 在 点 和 平面 之 间 的 (我 们 还 不 加 
以 区 别 地 说 , “一 点 同一 直线 相关 联 "， 或 “一 直线 同一 点 相关 联 。 
等 等 ). 

这 种 关系 的 直接 定义 并 设 有 给 出 ， 只 是 在 第 一 组 公理 中 说 明 
了 这 种 关系 的 所 有 的 性 贰 。 因 此 ， 可 以 把 第 一 组 公理 看 作 是 关联 
概念 的 间接 定义 . 

我 们 还 没有 提 到 的 直线 同 平面 相关 联 ， 原 文中 对 此 给 出 了 一 
条 直接 的 定义 : 车 一 直线 4 的 每 一 点 同一 平面 “相关 联 。 则 直线 
4 同 平面 "和 相关 联 ， 

【4】 我 们 来 指出 ,如 何 只 从 公理 推出 定理 1 和 定理 2 中 的 所 
列举 的 五 个 命题. 

定理 1 的 证 明 

1. 用 反 证 法 (利用 1) 

2. 车 两 平面 有 一 个 公共 点 4, 则 还 有 另 一 个 公共 点 了 GET); 然 
后 存在 直线 4B(E)， 并 且 这 直线 型 它 的 所 有 的 点 都 同 这 两 平面 
的 每 一 个 相关 联 (J)， 这 两 平面 在 48 外 不 能 再 有 公共 点 ,因为 
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否则 它们 就 将 是 同一 个 平面 〈T)， 

3. 用 反 证 法 (利用 ID)。 

定理 2 的 证 明 

1. 给 定 了 一 直线 a 和 线 外 的 一 点 4 在 * 上 上 取 B 和 ClD)， 
并 且 作 平面 4BC(I).。 直线 a 和 它 的 所 有 的 点 都 同 平面 48C 
相关 联 《ls)， 这 平面 是 唯一 的 (1;)， . 

2. 给 定 了 有 一 公共 点 C 的 两 直线 a 和 ,在 a 上 再 取 一 点 4， 
在 点 上 再 取 一 点 BCL)， 作 平面 4BC (1H)， 直 线 4 与 5 同 平面 
ABC 相关 联 (EH). 这 平 曾 是 唯一 的 {6). 

[5) 在 希 尔 伯 特 的 不 书 中 , 图 没有 编号 码 , 我 们 在 译文 中 编 
上 上 呈 玛 ， 将 来 援引 图 时 ,把 引进 的 号 码 放 在 圆 括 怠 里 。 

【6] 我 们 来 证 明 , 直 线 = 不 可 能 通过 那 分 别 在 线 妥 4B ,BC 
和 C4 内 的 上 上, M,N 三 点 。 若 假设 可 能 , 则 得 到 予 后 如 下 : 

Ls MsN 三 点 中 ， 必 有 一 点 在 其 他 丽 点 之 间 ， 人 参看 定理 4， 
$4)。 设 这 一 点 是 M( 注 图 1)。 然 后 考 典 三 
角形 4LN 和 直线 w 一 .BC。 因 为 a 通过 
在 工 和 之 间 的 点 M， 那 么 它 应 该 或 者 道 过 
线段 4L 的 一 个 点 ， 或 者 通过 线段 4N 的 
一 个 点 (公理 互 )、 但 是 根据 公理 全，a 和 
直线 4L 的 交点 3 在 线 妇 4L 外 ( 因 上 在 
4 和 5 之 间 )， 这 就 是 说 ,a' 通过 线段 4N 的 

沪 几 1 一 点 ， 即 Cc 在 4 和 入 之 间 ， 二 此 {公理 正 )， 
六 不 在 4 和 C 之 间 , 与 假设 秒 盾 . 

我 们 只 援引 第 二 组 公理 来 完成 证 朋 , 第 二 组 公理 包含 关于 “在 
“之 间 * 这 概念 的 所 有 应 有 的 知识 ， 因 而 在 说 明 的 过 程 中 完全 避 
免 了 利用 我 们 对 于 直线 上 的 点 的 顺序 的 直观 ， 

【7】 对 于 三 角形 4EC 和 直线 BF 应 用 公理 下; 因为 8 
在 和 CC 之 间 ， 而 在 EC 之 外 (从 公理 三), 所 以 直线 BF 交 
线段 4F 于 一 点 G。 再 对 于 三 角形 BFC 和 直线 4E 应 用 公 
理 I; 因为 4 在 BC 之 外 (太公 奸 瑟 ), 而 EE 在 C 和 FF 之 闻 , 所 以 
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在 B 和 FF 之 间 , 妈 在 线段 BF 内 .因此 (从 公理 I), 了 在 GB 
之 外 .再 对 于 三 角形 BDG 和 直线 CF 应 用 公理 于 ;因为 王 在 
BG 之 外 ,而 C 在 忠和 忆 之 间 , 所 以 直线 CF 和 线 慨 GD 有 一 公 
共 点 吾 . . 

【3] 对 于 三 角形 4GD 和 直线 EH 应 用 公理 正 . 

[9] 对 于 三 角形 4GD 和 直线 CF 应 用 公理 三 ,得 知 主 在 
线 眉 GD 办 。 直线 FR 充 三 角形 BGD 的 过 86D, 市 不 交 边 
GB， 有 是 已 经 证 明了 的 . 因此 ， 它 变 迪 了 B， 即 C 落 在 吾 和 万 之 
交 . 


[10】 事实 上 ,最 后 一 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 ，1) 8 在 了 和 
玉 之 闻 ,2) 8 在 P 和 只 之 本 ,3) P 在 0 和 3 之 间 ， 从 这 三 个 排列 
法 ,是 要 产生 矛盾 和 的， 因为 从 1) 和 3), 根 据 论断 1, 即 得 了 P 和 如 在 
S$ 和 尺 之 司 ,但 这 和 2) 矛盾 . 

【11] 在 证 明定 理 6 之 前 ,我 们 先 把 定理 叙述 得 更 加 明确 :一 
直线 上 的 给 定 了 的 任 党 个 点 ,能 够 篇 起 号 码 1,2,-.…,n 来 ,使 得 
它们 中 的 任意 一 点 在 其 他 渍 点 之 闻 ， 当 生 信 当前 一 点 的 号 码 在 后 
两 点 的 号 码 之 间 . 

# 一 4 时 的 定理 已 经 证 明了 【定理 ]。 要 用 数 学 归纳 法 来 证 
明 * 是 任意 值 时 的 定理 ,我 们 假设 "一 工时 的 定 示 已 经 证 明了 . 

1. 从 给 定 了 的 = 个 点 中 , 恒 能 挑选 出 两 个 点 ,使 得 其 余 的 一 2 
全 点 都 在 这 两 个 点 之 间 。 理 由 如 下 ， 我们 先 从 给 定 了 的 = 个 点 
中 ,挑选 出 具有 下 述 性 质 的 两 个 点 4 和 C :它们 之 间 含 朋 尽 可 能 多 
的 其 余 的 点 。 我 们 断定 。 所 有 钓 其 余 的 = 一 2 个 点 都 在 4 和 CC 之 
也 

否则 ， 设 这 = 个 点 中 的 一 点 也 在 4C 之 外 。 根据 定理 4, 或 
者 4 在 C 和 DD 之 间 , 或 者 C 在 4 和 了 之 间 ， 为 确定 起 见 ， 设 是 后 
者 . 热 后 ,从 定理 5 的 证 明 中 的 项 2, 在 4 和 C 之 疗 的 每 一 点 马 也 
在 4 和 也 之 间 ， 结 果 ,4 和 成 之 闻 含 有 在 4 和 C 之 间 的 所 有 的 点 ， 
而 且 此 外 还 含有 5。 这 指出 给 定 了 的 = 个 点 中 的 点 ， 在 丸和 万 之 
间 的 比 在 4 和 Cc 之 闻 更 多 ;这 与 我 们 所 挑选 的 4 和 C 矛 盾 ， 
* 1}. 


这 痪 技 证 明了 我 们 的 论断 ， 

2. 它们 从 给 定 了 的 = 个 点 中 挑选 出 两 个 点 4 和 如， 使 得 仓 作 ] 
之 闻 会 有 所 有 的 其 余 的 点 ， 我 们 断定 ， 若 和 DD 是 其 余 的 点 中 的 
任意 两 个 点 ， 则 4 和 C 者 在 BD 之 外 ， 理 由 如 下 ， 根据 定理 5， 
能 够 措 出 所 考 感 的 四 个 点 的 确定 顺序 ， 而 且 现 在 因为 了 和 了 在 4 
和 CC 之 间 , 这 顺序 只 能 写成 4BDC 或 4DBC 【或 者 颠倒 的 写 )。 
在 这 亢 种 情形 下 ,4 和 C 都 在 BD 之 外 ， 

3. 设 4 和 fC 是 这 给 定 了 的 = 个 点 中 的 两 点 ， 而 且 它 们 之 词 舍 
有 所有 的 其 余 的 点 ， 因 为 假设 # 一 1 时 的 定理 6 已 经 证 有 明了、 就 
能 够 把 所 有 的 给 定 了 的 , 除 C 之 外 的 点 , 编 上 号 码 , 使 得 它们 满足 
定理 的 要 求 . 设 编 了 号 再 的 点 是 41， As,-，…，Awi, 我 们 断定 ,点 
4 或 者 和 4 重合 ,或 者 和 4。: 重合 .因为 ,否则 它 就 要 在 两 个 编 
了 号 码 的 点 之 间 , 和 .上 文 的 论 业 2 矛盾. 

可 以 认为 4 三 A1; 因为 ,否则 具 要 把 号 码 二 例 过 来 .现在 把 
C 编 上 号 码 #, 令 和 一 4,; 而 县 证 明 这 样 的 编号 满足 定理 的 要 
求 : 对 于 任意 三 点 来 说 ,一 点 的 号 码 在 其 他 丽 点 的 号 码 之 问 时 ,这 
点 也 在 其 他 两 点 之 间 。 若 所 取 前 三 点 中 没有 6 和 ,这 是 成 立 的 ,因为 
定理 的 要 求 是 被 编号 的 4 4 ……，d4s 满足 了 的 。 若 所 取 的 三 
点 是 4 dj 4A, (4, 三 CC)， 其 中 之 7 达 #， 则 必须 证 明 4 在 
A; 和 4; 之 闻 , 在 i 呈 1 时 , 显然 ; 因为 4 三 4,4, 三 C，. 若 
> 1, 则 4 在 4 和 Ai 之 间 ; 此 外 , 4; 在 4 和 A, 之 间 ; 因此 ， 
从 定理 5 的 证 明 中 的 论断 2, 得 知 A; 在 4; 和 4，, 之 间 ， 

定理 6 证 明了 . 定理 6 是 严格 地 从 公理 系统 推 证 出 来 的 ; 而 
它 所 表 出 的 直线 上 的 点 的 性 质 ,按照 直 邓 的 说 法 ,也 就 是 说 : 直线 
上 的 点 藻 着 直线 一 个 跟着 一 个 排列 善 。 所 以 定理 6 可 以 说 是 总 结 
了 直线 上 的 点 的 顺序 关系 . 

[12】 我 们 来 汪 明 ， 一 直线 上 任 总 涛 点 (用 4 和 有 4 表示 ) 之 
间 有 无 限 多 个 点 。 按照 定理 3，A。 和 有 4 之 间 有 A,。 根据 同一 条 
定理 , 4; 和 和 4 之 间 有 点 4;，A; 和 4 之 闻 有 点 4, 等 等 ， 4。 各 
之 间 有 点 4st， 从 点 A 的 求法 ，A1 在 Ao 和 4 之 间 . 为 了 使 我 
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们 看 出 所 有 的 其 余 的 点 4 太一 2,3,…】 都 在 4o 各 之 间 ， 
具 要 证 明 下 这 论 昕 : 若 点 ds 在 如 和 之 间 , 则 点 如 也 在 未 
和 壮 之 间 ， 从 定理 5 证 明 中 的 论断 2, 得 知 现在 的 论断 的 正确 性 . 

【13] “我们 固定 定理 中 所 谈 到 的 两 个 区 域 如 下 ; 在 平面 上 
到 不 在 直线 a 上 的 性 意 一 点 4、 平面 a 上 所 有 的 不 在 直线 a 上 的 
点 M 分 成 两 组 。， 把 使 得 线段 MA 不 和 直线 a 相交 的 ， 列 人 第 一 
组 ;把 所 有 的 其 余 的 点 列 入 第 二 组 ， 


现在 ， 定 理 8 的 证 明 简 化 为 下 4 
列 两 条 论断 的 证 明 ， 

上 同一 个 区 域 的 任 章 两 点 村 和 Na 
NN 所 决定 的 线 股 MN 不 和 直线 a “> 
相交 ( 注 图 2). 

实际 有 两 种 可 能 : 


a) 点 村 和 NN 部 在 第 一 区 域 中 ; 注 国 2 


即 直 线 a 既 不 交 线 段 M4, 又 不 交 线 玻 入 4,( 当 两 点 中 的 一 点 ， 
例如 闪 , 特 别 和 4 重合 时 , 即 尖 我 们 启 讨 论 的 只 是 一 条 线 女 时、 我 
们 的 论断 显然 正确 )， 然 后 从 公理 全, 立刻 得 知 ， 只 要 点 4，M ， 
N 不 在 一 直线 上 , 则 线段 MN 不 交 a. 

着 4, M,N 在 一 直线 上 , 则 从 定理 1 得 知 ; 这 直线 或 者 不 交 
直线 4, 或 者 交 直 线 a 于 一 个 确定 的 点 P， 在 前 者 清 形 下 , 我 们 的 
论断 已 经 证 明了 。， 在 后 省 情形 下 ,根据 假设 ,点 了 既 不 在 4 和 MM 之 
间 , 又 不 在 4 和 NN 之 间 ， 所 以 , 若 根 据 定理 5 把 这 四 个 点 按照 它们 
在 直线 上 的 排 询 顺序 写 出 来 , 则 点 了 必定 在 极端 , 即 不 在 M 和 NN 之 
间 . 

b) 点 MM 入 都 在 第 二 区 域 中 , 即 直 线 oe 既 交 线段 4M , 叉 交 
线段 AN。 若 点 4, M,N 不 在 一 直线 上 ,根据 公理 十 的 推论 { 注 
解 [6] 所 证 明 移 )， 则 线段 MN 不 交 直 线 a。 若 点 4,M , 尺 在 改 
直线 上 ,而 有 具 P 是 这 直线 和 a 的 交点 , 则 P 在 4 入 之 闻 , 又 在 4 
和 WV 之 闻 ， 所 以 这 四 点 在 直线 上 的 排列 顷 序 (定理 5 ) 必定 如 此 : 
?把 4 从 到 和 六 隔 开 , 即 4PMN 或 APNM， 因 为 P 在 线段 MN 
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外 , 线 裔 MN 显然 和 直线 = 不 交 ， 
2. 连接 不 同 区 域 的 两 点 术 和 NN 的 线 女 ， 和 直线 < 让 交 . 
实际 上 , 设 村 是 和 4 在 同一 个 区 域 中 的 点 《 注 图 3; 当 点 对 和 
4 午 台 时 的 情形 ,因为 简章 ,从 陪 )， 设 点 M,NN, 和 4 不 在 一 直线 
上 。 因 为 直线 4 交 线 腿 4 ， 而 不 交 线 让 4M ,从 公理 瑟 ， 则 直 
线 a 交 线 段 MN, 


现在 设 点 4, 村, 入 在 一 直线 

* 上 .直线 a 和 线 殊 #N 的 交点 P 在 

4 和 六 之 间 , 而 且 在 4M 之 外 , 要 
执 限 这 四 个 点 在 直线 土 先后 顺序 把 
它们 写 出 来 的 时 个 (定理 9)， 应 该 
把 4 和 对 放 在 了 的 同人 期 ， 而 把 妈 和 
放 在 了 的 异 人 出. 这 只 有 两 种 可 能 ; 
AMPN 和 MAPN; 在 这 两 种 情形 下 ,P 者 在 对 和 之 闻 。 

我 们 的 论断 都 已 经 证 明了 ,我 们 用 下 述 简单 的 定理 来 作 补充 : 
人 一 侧 ， 则 线 般 MAN 的 每 一 点 工 都 在 = 的 这 一 

车 不 然 , 则 直线 MN 上 有 = 的 一 点 P, 既 在 M 和 工 之 间 , 叉 在 
Nr A I Ee 
在 导入 之 闻 了 矛盾 . 
” 【14] 设 直线 a 上 给 定 了 一 点 0。 在 直线 a 上 取 尾 沉 另 一 点 
4 并 且 把 直线 a 上 的 所 有 的 点 (点 DO 以 外 的 ) 分 成 两 给 如 下 ;车 
一 个 点 和 4 所 作成 的 钱 蜗 不 含有 点 D， 我 们 就 抬 这 个 点 列 人 第 一 
组 ;把 所 有 的 其 余 的 点 , 即 它们 和 4 所 作成 的 线段 含有 点 0 的 , 曾 
人 第 二 组 人 


注 图 3 


这 时 有 丙种 昼 背 ， 点 和 WW 局 于 第 一 租 ， 那么 , 根据 定理 


“所 建立 的 须 序 , 写 下 点 4, M,N , 0 的 排列 的 对 候 , 点 〇 应 该 让 


在 端 上 ; 因为 否则 点 口 将 要 或 者 在 4 和 MM 之 间 ， 或 者 在 4 和 N 之 
间 . 都 和 假设 相反 , 因此 ,在 这 种 情形 下 ,点 口 岂 该 在 线段 MN 外 ， 
b) 点 对 和 六 属于 第 二 组 , 即 点 Q 既 在 4 和 对 之 间 , 又 在 4 和 NN 之 


和 


闻 。 在 这 科 情 形 下 ， 从 定理 5， 点 的 排列 只 可 能 如 下 :40OMAN， 
ADONM ， 册 点 0 必定 不 在 鳅 蛋 MN 内 ， 

2. 着 线 陋 MNN 的 两 端 点 不 局 于 同一 组 ， 则 点 0 在 线 慨 MN 
内 。 
为 确定 起 见 , 设 村 属于 第 二 组 , 即 点 0 在 M 和 4 之 间 。 因为 点 
0 不 在 N 和 4 之 同 ， 则 从 定理 5 这 四 个 点 的 排列 可 以 是 下 列 两 种 
之 一 ，MOA4N，M ONA。 这 都 证 明了 我 们 的 论断 . 

这 些 论 虹 挫 出 ， 点 的 分 成 两 组 完全 被 点 0 决定 了 ， 和 点 4 的 
选择 绝对 无 关 、 得 一 组 叫做 一 条 射线 ， 因 此 ， 直 线 上 的 任意 一 点 
口 分 直线 (除去 点 0) 成 两 条 射线 。 我 们 说 ， 在 间 一 条 射线 上 的 点 
是 在 点 0 的 一 侧 ， | 

[15] 在 定理 3 的 证 明 中 ,我 们 要 利用 角 的 概念 ,而 且 要 援引 
第 10 页 上 正文 中 的 注解 [14] 中 所 证 明 的 论断 。 昌 然 在 正文 中 , 角 
的 定义 和 所 提 到 的 论 是 都 放 在 合同 公理 I 之 后 ， 但 是 这 定义 和 
这 些 论 断 的 证 明 部 未 用 合同 公 理 (如 同 希 尔 伯 特 在 原文 中 所 摊 出 
的 )、 所 以 , 我 们 用 角 的 稳 念 对 , 并 未 超出 第 一 组 公理 和 第 二 组 公 
理 的 范围 ， 

为 篇 便 起 网 ,在 本 条 注解 中 将 要 用 “折线 段 ”" 和 "多边 形 ” 等 名 
词 , 反 它们 了 解 作 简 单 的 折线 段 和 简单 的 多 边 形 . 

在 证 明定 理 9 的 论断 之 前 ,我 们 党 提出 一 些 引 理 . 

引 理 工 凡 平 面 = 中 的 ,市 不 属于 多 边 形 8 的 点 ,被 这 多 这 形 
分 成 两 组 如 下 。 一 组 的 点 具有 下 述 性 质 ， 从 这 组 的 尾 一 点 出 发 的 
每 一 条 射线 都 穿 过 乞 偶数 次 ; 另 一 组 的 点 具有 下 述 性 质 : 从 这 组 ， 
的 任 一 点 出 发 的 每 一 条 射线 都 穿 过 3 奇数 次 ， 

氢 照 下 烈 规 律 来 计算 一 象 线 或 直线 穿 过 多 过 形 的 次 数 ， 所 谓 
穿 过 一 次 是 指 : 

1) 射线 和 作为 多 边 形 揭 一 条 边 前 线段 的 一 个 交点 ;或 者 

2) 射线 穿 过 多 边 形 的 一 个 顶点 如 ,市 且 同时 多 边 形 的 从 这 项 
点 出 发 的 两 条 边 B84 和 BC 在 这 射线 的 异 侧 ( 注 大 4, 但 非 注 图 
5); 或 者 
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3) 射线 穿 过 多 边 形 的 两 个 相 邻 的 项 点 了 和 所 , 布 县 多 边 形 的 
紧 接 关 这 两 个 顶点 的 其 他 两 条 这 在 这 射线 的 异 侧 ( 轿 图 6, 但 非 注 
岁 7). 


注 图 6 注 图 亡 


在 证 明 这 引 理 时 ,我 们 将 用 " 角 ” 这 个 名 询 ， 所 谓 角 ,是 指 从 同 
一 个 (不 在 加 上 的 ) 点 DO 出 发 的 射线 个 ， 记 包括 两 条 射 缓和 点 吕 
作成 一 条 直线 的 情形 , 副 “ 平 ”和 角 的 情形 ， 所 谓 这 种 角 的 内 点 ,是 指 
和 角 的 边 所 在 的 那 直 线 的 确定 的 一 仙 ( 无 论 那 一 体 ) 的 点 。 

从 “射线 穿 过 多 边 形 ” 这 名 词 的 定义 。 即 得 下 列 结 果 ; 若 角 
二 (的 一 边 , 例 如 六, 穿 过 多 边 形 加 ,那么 多 边 形 的 渭 条 边 ( 情 
形 2 和 情形 3), 或 者 多 边 形 的 一 条 边 上 的 两 条 线段 (情形 1)， 紧 
接着 多 边 形 上 的 而 又 在 射线 上 上 的 虚 ( 或 边 ) 的 ， 落 在 直线 上 的 异 
出 ， 从 多 边 形 上 消去 射线 4 或 不 穿 过 多 过 形 处 所 有 的 点 (情形 1 
和 情形 2), 和 所 有 如 同 FG〈 注 图 5) 那 类 的 线段 (情形 3), 多 过 
形 因 而 分 解 成 车 二 个 片段 ; 而 每 一 片段 或 者 整个 的 在 之 (4, 外 内 
( 片 眉 可 能 有 一 些 部 分 在 边 上 )， 或 者 整个 的 在 二 (4, 不) 外 (片段 
可 能 有 一 些 部 分 在 边 上 )， 向 时 , 邻近 章 末 个 片段 之 中 , 恒 有 一 个 
在 <(b, 4) 办 ,一 个 企 该 角 外 ,因为 多 边 形 是 封闭 的 ,片段 的 总 数 
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只 甫 够 是 偶数 。 所 以 射线 假 二 和 天窗 过 多 边 形 号 的 次 数 也 总 该 
是 代数 . 因此 得 : 按照 射线 不 穿 过 多 边 形 个 烙 次 或 奇数 次 ， 射 线 
丰 也 分 则 穿 过 这 和 多 边 形 偶数 次 或 太 数 次 ， 

这 样 , 引 理 1 得 证 ， 

车 从 一 点 出 发 的 射线 穿 过 给 定 了 的 一 个 多 边 形 奇数 次 ， 这 样 
的 点 就 叫做 这 多 边 形 的 内 点 ， 平 面 上 所 有 的 其 余 的 点 ， 当 然 除去 
这 多 边 形 本 身上 的 点 ， 都 叫 敌 这 多 边 形 的 外 点 .我 们 采用 的 这 个 
定义 是 从 闵 岗 (B. 中 . Karaa) 的 & 几 何 基础 》 (Onecca，1905) 里 
担 来 的 . 现 车 要 证 明 的 本 定理 ， 在 卡 岗 的 书 里 也 用 一 些 不 同 的 方 
式 证 明了 . 

现在 注意 下 述 事 实 ， 设 从 一 点 D (不 在 多 边 形 名 于 的 ) 出 发 
的 某 一 射线 上 穿 过 窗 边 形 3 在” 次 。 再 设 射线 有 和 多 边 形 对 
上 的 共 点 和 共 边 和 如下: ”多边 形 的 边 和 射线 相交 的 起 个 交点 《 情 
形 1); 和 多边形 的 i 个 顶点 ， 而 且 在 其 中 每 一 个 顶点 处 的 多 边 形 的 
两 条 边 在 射线 的 异 仙 ( 注 图 们 ;多 边 形 的 ?个 顶点 ,而 且 在 其 中 每 
一 个 顶点 处 的 多 边 形 的 两 条 边 在 的 同一 仙 { 注 图 5); 多 边 形 的 
pn 一 了 一 记 条 边 , 而 且 其 中 每 一 条 边 和 它 的 相 邻 两 条 边 的 位 
置 如 同 注 图 5 中 所 表 出 的 ;最 后 , 多 边 形 的 8 条 边 , 而 且 其 中 每 一 
条 边 和 它 的 相 邻 配 边 的 位 置 如 同 注 图 7 中 所 表 出 的 ， 考 虑 由 下 列 
的 点 所 组 成 的 点 集 %: 点 口 , 在 射线 天 上 的 多 边 形 第 的 同上 十 9 条 
边 的 24m 十 29 个 端点 ， 多 边 形 汀 和 射线 五 所 共有 的 玉河 交点 和 
1 十 如 个 顶点 。 根 据 定 理 6, 点 僻 守 的 入 一 万 十 1 十 Pp 十 2(zm 十 
9) -+ 1 全 点 按 完 全 确定 的 须 序 分 布 在 射线 上 上， 取 定 其 中 最 靠 
近 点 口 的 点 ( 即 在 点 D 和 点 集 忆 的 任意 另 一 点 之 间 的 点 )， 作 第 一 
个 点 之 后 ,就 能 够 把 这 六 个 点 编 上 号 码 。 完 全 一 样 地 ,能 够 把 射线 
穿 过 多 过 形 争 的 所 有 的 = 次 编 上 号 码 ， 若 射线 丰 穿 过 多 边 形 第 
的 第 i 次 处 是 一 条 线 既 ， 邵 有 的 一 条 边 ( 广 图 6)， 则 F 和 G 是 第 
次 字 过 的 端点 著 第 主 次 的 穿 过 只 是 一 个 点 , 则 这 个 点 就 还 用 两 
个 字母 F 和 G 长 出 ( 注 图 8), 设 点 集 ¥ 已 在 射线 4 上 如 此 排 好 了 
顺序 ,使 得 点 FF 紧 靠 在 点 F 之 前 ,而 点 G 紧 限 在 点 GG 之后。 于 是 
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我 们 得 到 下 述 结 论 : 
弛 | 理 开 在 射线 上 上 , 紧 靠 在 它 穿 过 多 边 形 的 每 一 次 之 前 ,和 
B 紧 跟 在 每 一 次 之 后 ， 都 各 有 一 茶 线 
段 ( 分 别 是 LF 和 GG,)， 不 含有 
了 多 边 形 的 点 。 
6 我 们 还 指出 下 述 事 实 ; 
H 推论 1 PR 和 GG， 这 两 条 


红 民 中 生生 一 条 的 所 有 的 点 ， 即 和 
福 图 8 和 


点 ,或 者 都 在 多 边 形 内 ， 者 部 在 多边 月 外 

推论 2“ 或 者 线段 PiP ”的 点 都 在 第 内 ,而 线 恨 GG， 的 点 
者 在 争 外 ,或 者 反之 . 

我 们 来 证 明 这 些 推论 任意 在 线段 FiP 上 取 两 个 点 M 和 N， 
在 线 股 GG,， 上 取 一 点 P， 并 且 郑 起 分 别 从 这 三 个 虚 出 发 的 射线 
MG， NG 和 PG1， 因 为 线段 MN 不 含有 币 的 点 ,射线 MG 穿 
过 帅 的 次 数 等 于 射线 NG， 穿 过 种 的 次 数 ; 这 就 证 明了 第 一 条 推 
论 。 因为 在 线段 MP 上 的 线段 FG 的 点 相当 于 射线 穿 过 轨 一 
次 ,又 因为 ， 除 了 线段 FG 的 点 和 它 的 丹 点 之 外 ,线段 MP 上 不 
再 含有 多 边 形 币 的 点 ,那么 射线 MG 比 射线 PG, 显然 多 穿 过 第 
一 次 ;这 就 证 了 第 二 条 推论 . 

现在 易 证 ， 多边 形 凶 的 平面 上 有 节 的 内 点 ,也 有 第 的 外 点 . 
为 了 证 明 , 券 弄 交 多 边 形 的 一 条 边 于 一 点 G 的 -条 直线 。, 根据 出 
才 的 证 明 ,直线 a 上 有 两 条 线段 FiF 和 GG, 其 中 一 条 的 点 在 第 
内 , 务 一 条 的 点 在 罗 外 . 

引 理 I 一 条 直线 或 者 不 穿 过 一 个 三 角形 ,或 者 罕 过 两 次 . 

实际 上 ， 任 意 一 条 直线 不 能 交 三 角形 的 每 一 条 边 的 直线 多 于 
一 次 ， 所 以 一 条 直线 穿 过 一 个 三 角形 的 次 数 不 能 大 于 三 .然而 , 当 
用 任意 一 点 (不 在 三 角形 上 的 ) 把 直线 分 成 两 条 射线 时 ， 我 们 就 看 
出 这 穿 过 次 数 应 该 是 偶数, 必 只 能 够 是 0 或 2， 因 此, 从 三 角形 的 
内 点 出 发 的 射线 应 该 恰好 穿 过 这 三 角形 一 次 。 
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引 理 IV ”一 点 在 一 个 三 角形 内 , 当 且 仅 当 这 点 企 通过 这 三 角 
形 的 性 意 一 个 顶点 的 一 条 贯 线 上 . 

考 一 条 线 改 连结 一 个 三 角形 的 任意 一 个 顶点 和 对 边 上 的 一 
点 ,这 线段 就 蚂 做 三 角形 的 一 条 贯 线 ( 注 图 9)， 

必 村 条件。 实际 上 , 设 点 0 在 三 角形 4BC 内 .考虑 连接 点 
D0 和 三 角形 的 一 个 顶点 (为 确定 起 见 , 见 4 表示) 的 直线 04， 从 
引 理 II 得 知 直线 04 应 该 穿 过 三 角形 ABC 陋 交 ;因为 车 它 不 
穿 过 这 三 角形 , 则 它 的 所 有 的 点 , 包含 点 口 在 内 , 将 都 不 在 这 三 角 
形 内 ,这 是 和 假 设 矛 盾 的 、 直线 每 穿 过 三 角形 一 次 时 , 它 至 少 交 三 
角形 的 一 条 边 ， 直线 04 穿 过 点 4 时 ,就 是 它 交 直线 48 和 4C， 
渍 且 不 能 和 辣 酚 直线 的 任意 一 条 重 4 
合 ; 因为 否则 它 就 一 次 都 不 穿 过 三 
角形 ， 所 以 直线 04 第 二 次 穿 过 
三 角形 A4BC 时 ， 它 应 该 交 线 段 
BC。 设 交 点 是 D。 点 D 应 该 竺 贯 ¥ 
线 4D 上 上 上， 因为 否则 射线 O04 上 
将 含有 点 4 和 吕 ， 将 罕 过 三 角形 酚 
次 ,也 就 是 说 ,点 0 将 在 三 角形 外 ， 

充分 条 件 .。 实际 上 , 若 点 D 在 贰 线 4D 上 ({ 贰 线 4D 是 连结 
任意 一 个 用 4 者 示 的 顶点 和 对 边 BC 上 的 一 点 DD 的 线 眉 )， 则 点 
所 和 局 在 0 的 异 仙 ;所 以 从 点 0 出 发 的 射线 0D 穿 过 三 角形 4BC 
入 一次 ， 即 点 O 在 三 形 4BC 内 ， 


注 图 9 . 


和 
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实际 上 ， 设 上 在 = 角 珍 ABD D 内 ， 由 于 引 理 Jy， 点 0 现在 
应 该 在 其 一 条 贯 线 4E 上 ， 此 处 的 点 五 在 线段 DB 上 。 由 于 定 
理 5, 成 CD,E, B 的 排列 顺序 应 该 象 这 里 所 写 下 的 (或 者 相反 
的 顺序 ), 即 点 应 该 在 线段 BC 上 ; 因而 线段 4B 也 是 三 角形 
ABC 的 一 条 晤 线 . 所 以 ,由 于 引 理 IV ,点 人 在 三 骨 形 4BC 内 . 
老 氮 0 在 三 角形 4CD 内 ,命题 的 证 明 相 似 。 
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引 理 V_ 若 点 4 在 多 迪 形 种 内 (外 ), 而 且 线 段 4B 和 窗 半 
形 甩 无 公共 点 , 则 这 线段 的 所 有 的 点 都 在 币 内 (外 )， 这 线段 的 注 
点 六 可 以 在 第 内 (外 ), 也 可 以 在 这 
多 边 形 上 . 

设 射 线 B44 第 一 次 (参看 引 理 
工 后 所 撕 的 和 注意) 过 多 边 形 他 于 点 
对 ,而 射线 48 第 一 次 届 囊 于 点 
N .车 这 两 条 射线 的 某 一 条 ,例如 B4 
不 届 多 边 形 第 ， 则 在 这 射线 上 取 人 性 
意 一 点 当 作 点 M ,只 要 使 得 4 在线 眉 BM 内 . 点 六 特别 可 以 和 点 
用 重合 。 由 于 定理 5, 线段 4B， 点 4 不 和 六 重 台 时 的 点 世 ， 都 
在 线 女 对 ww 内 ， 由 于 引 理 的 推论 1， 线 中 MN 的 点 或 深部 
在 第 为 ,或 卷 都 在 第 外 .它们 究竟 在 那里 ， 由 它们 之 中 的 一 点 的 
位 置 ,例如 4 的 位 置 来 确定 . 

引 理 VI 若 点 4 在 多 边 彩 争 内 (外 ), 而 且 可 能 除 点 六 之 外 ， 
折线 康 4BC:. .MN 和 这 多 人 按 形 无 公共 点 , 则 这 乓 线段 的 点 没有 
一 个 在 多 边 形 各 外 (内 ). 

对 于 线 妇 48，BC,*…:，MN， 继续 地 应 用 引 i 至 VW, 就 得 到 
本 引 理 的 证 明 ， 

”现在 党 夺 具 有 下 述 性 质 的 任意 一 条 封闭 折线 段 S 和 一 个 三 角 
形 4BC; 车 折线 刻 6 的 某 一 条 线段 PO 上 有 点 在 三 角形 内 ， 则 
线 妈 PO 端点 计算 在 内 ) 和 三 角形 的 公共 点 内 能 在 边 4C 上 ( 顶 
点 4 和 22 计 算 在 肉 )。 在 这 情形 下 ,下 述 论 断 成 立 ， 

引 理 VH 只 要 三 角形 4BC 内 含有 折线 段 6 的 一 点 口 ,而 
非 端点 , 则 这 三 角形 内 也 至 少 含有 这 折线 段 © 的 一 个 端点 . 

引 理 VI 在 这 三 角形 4BC 的 边 4B8B 上 能 找 得 一 点 P， 
使 得 在 三 角形 PBC 内 和 在 它 的 边 PC 上 没有 折线 段 E 上 的 点 。 

证 明 引 理 VI 设 折 线 役 名 的 一 点 O 在 三 角形 4BC 内 ,而 
月 设 这 点 属于 这 折线 段 的 线 帆 PD， 若 线段 PO 和 三 角形 4BC 
无 公共 点 ， 刚 由 于 引 还 V， 折 线段 65 的 端点 己 和 吕 或 老 在 三 角形 
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注 图 10 


ABC 内 ,或 者 在 三 角形 本 身上 ,因而 在 边 4C 上 . 但 是 PP 和 人 这 
两 个 端点 显然 不 能 都 在 4C 上 , 因 汶 香 则 点 0 将 也 在 4C 上 . 因 
而 至少 户 和 旬 这 两 个 端点 的 一 个 在 三 角形 和 内。 现在 设 线 段 PO 和 
三 角形 4BC 有 公共 点 { 注 图 11)}.。 根据 引 理 的 条 件 , 线 眉 PO 内 
能 和 这 三 角形 的 边 AC 相交 。 用 字母 R 表 示 这 次 点 ， 因 为 在 
P 和 名 之 间 , 由 于 定理 353。 它 不 能 间 时 在 PO 和 O8 这 两 条 线 眉 
内 . 设 点 R 在 线 茎 PO 内 ， 在 这 种 情形 下 ,由 于 引 理 VV, 折 变 眉 各 
的 端点 口 在 三 角形 ABC 内 . 


注 图 11 省 图 12 


证 明 引 理 VII 设 折 线段 各 有 大 个 端点 在 三 角形 4B5E 内 
和 它 的 边 4C 上 . 用 Mi，M:…，M 来 囊 示 这 些 顶点 ( 注 图 
12)， 从 点 已 作 射线 CMi, CHM ， CM。 这 些 射 线 中 有 些 可 
能 互相 重合 。 有 的 也 可 能 和 射线 4C 重合 ,而 其 余 的 因为 通过 三 
角形 4BC 的 内 点 ， 由 于 引 理 IYV， 必 交 强 段 4B。 设 交点 是 也 ， 
E,F,.:',K, 战 了， B 和 点 DD, 及 . FF,-**:, KK 都 六 直线 AB 上 ， 
所 以 由 于 定理 6, 它们 有 一 定 的 先后 顺序 、 其 中 一 个 极端 是 点 4 ， 
男 一 个 是 点 8B， 作 在 和 8 之 间 的 -- 点 P, 此 处 设 玉 是 最 邻近 靖 
的 点 ， 拓 为 4， 了 ,BE, FF,… ,者 在线 肌 PB 外 , 点 Mi 中 没有 
一 个 能 在 三 角形 PCB 的 从 顶点 已 到 边 PB 的 贯 线 上 , 因而 没有 
一 全 能 是 三 角形 PCB 的 内 点 ( 引 理 IV)。 而 三 角形 PCB 的 每 一 
个 内 点 0， 由 于 引 理 IW 的 推论 ,也 足 三 角 彤 4BC 的 一 个 内 点 . 
所 以 折线 段 全 没有 一 个 顶点 在 三 角形 PCB 内. 

三 角形 PCB 有 一 条 进 BC 和 三 第 形 4BC 的 相同 ; 曙 一 
条 边 PB 是 三 角形 4BC 的 远 48 的 一 部 分 ， 应 用 引 理 YI 到 
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三 角形 PBC 《同时 PC 替代 4C 的 且 位 )， 即 知 在 这 三 角形 内 
没有 折线 段 6 的 点 ， 要 证 实在 边 PC 上 也 没有 折线 眉 名 的 点 ,只 
要 同样 地 考虑 三 角形 PCB， 此 处 的 P 在 KK 和 之 间 ， 

引 理 IX 若 PQ 是 多 边 形 季 的 一 条 边 ,6 是 线段 PO 内 的 
一 点 ,4 和 B 或 者 都 是 多 边 形 币 的 内 点 ,或 考 都 是 外 点 ， 而 且 线 段 
4C 和 BC 部 和 轨 元 公开 点 , 则 线 眉 4C 和 BC 在 直线 P9 的 
同一 侧 . ， 
假设 结论 不 对 ( 注 图 13). 延长 线 良 4C 到 相反 的 一 侧 。 由 
于 引 理 I， 在 延长 线 上 能 取 一 线 眉 
C4， 不 公有 第 的 点 ; 而 且 若 线 让 
AC 的 点 在 惠 内 , 则 线段 CA 的 点 
在 节 外 ， 或 者 皮 之 ( 引 理 也 的 推论 
2)， 由 于 我 们 的 假设 ,射线 CA 和 
CB 在 直线 PQ 的 同一 俩 。 应 用 引 
理 VI 到 三 角形 4BC ,而 且 用 边 
A8 蔡 代 [ 注 画 12 中 的 ] 4C 的 即位 ,在 线 腿 4 上 能 求 得 一 点 
已 ， 使 得 线 毁 BD 不 交 多 过 形 第 ， 因 而 点 正和 万 或 者 都 在 第 内 。 
或 者 者 在 季 外 ( 引 理 VY)。 所 以 ,车 点 4 在 吊 内 (外 ), 则 点 D( 引 I 弄 
I 的 推论 2) ,而 间 因 而 点 疡 ,应 该 在 节 外 (内 ), 这 与 引 理 的 条 件 矛 
盾 ， 于 是 引 理 证 毕 ， 

此 后 ,我 们 总 把 任意 一 条 非 封 胃 的 折线 ,连结 一 点 4 到 任意 一 
点 B 的 ,叫做 从 点 4 引 到 点 8 的 一 条 道路 , 

引 理 息 ” 从 不 在 一 条 (对 闭 的 或 非 封闭 的 ) 折线 名 上 的 任意 
一 点 4 到 这 折线 上 的 任意 一 点 B, 恒 能 引 一 条 和 折线 全 无 公共 点 
的 道路 ， 

从 点 4 作 任 意 一 条 射线 ， 穿 过 折线 6， 设 对 是 这 射线 和 折线 
6S 相遇 的 第 一 个 点 ， 线 段 4M 是 不 交 6 的 ， 而 且 是 连接 点 4 和 
对 的 一 条 道路 。 我 们 需要 修改 这 条 道路 ， 招 它 修 改 成 引 到 点 下去 
的 道路 。 设 PM 和 QM 是 两 条 线 贫 ,它们 孝 在 折线 名 上 ,而且 无 
公共 点 (PM 和 9M 可 以 在 全 的 出 一 环节 上 )。 首 先 ,我 们 把 我 
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们 的 道路 和 折线 6 的 第 一 个 相遇 的 点 从 点 M 移 到 点 Q 去 。 现 在 
可 能 出 现下 列 两 种 情形 之 一 : 或 者 蛙 线 MP 交 线 自 49， 即 穿 . 
进 到 三 角形 4MB 的 内 部 ;或 者 射线 MP 在 三 角形 4MO 的 外 
部 ， 在 第 二 种 情形 下 ( 注 图 14)， 由 于 引 理 VIIT， 线 盘 4M 上 能 
找 得 一 点 了 , 使 得 折线 段 和 上 没有 一 个 点 在 三 角形 TMO 内 ,而 
且 除 9 之 外 也 没有 一 个 点 在 它 的 迪 TQ 上， 用 线段 TO 蔡 代 线 
段 TM; 我 们 得 到 航道 路 A4T0O， 接 照 前 面 的 证 明 , 除 点 0 之 外 ， 
不 含有 全 的 点 ,在 第 一 种 情形 下 ( 即 身 色 MP 穿 进 到 三 角形 4M 0 
内 , 注 图 15) ,在 射线 MP 的 补 射线 ( 射 强 MP 和 它 的 补 射线 和 点 对 
组 成 一 条 直线 ) 上 取 一 点 已 ， 使 得 疡 在 对 和 这 补 射 线 与 折线 庚 . 吾 


广 图 14 注 图 15 


中 的 第 一 个 交点 之 间 ( 若 这 补 射 线 不 交 名, 则 取 这 射线 上 的 任 一 点 
当 作 已 )。 然后 利用 引 理 VIH, 在 线段 MF 上 如 此 选取 一 点 上， 
使 得 在 三 角形 UMO 内 和 在 它 的 边 M8 上 没有 折线 慨 S 的 点 ; 
下 在 线段 4M 上 如 此 选取 (再 利用 引 理 YIT) 点 , 使 得 在 三 角 
形 FMU 内 和 在 它 的 边 FU 上 没有 折线 段 6 的 点 。 最 后 ， 用 
折线 段 FUQ 替代 线段 FM 之 后 ， 在 这 情形 下 我 们 得 到 道路 
毛 FUG， 除 点 日 之 外 ,不 含有 人 的 点 . 

显然 ,使 用 这 方法 ,能 够 把 我 们 的 道 咯 和 折线 女 台 的 第 一 个 相 
外 的 点 移 到 折线 段 6 的 对 应 的 线 届 的 任 郊 一 点 , 甚至 于 端点 ， 而 
且 如 此 继续 进行 ,能 够 移 到 这 折线 的 任意 一 点 B, 

得 到 引 理 1 至 引 理 区 之 后 ,我 们 迁 到 定理 9， 

我 们 首先 来 证 明定 理 9 的 第 一 条 论断 , 设 多 边 形 第 由 一 条 非 
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封闭 的 拆 线段 S 和 一 条 线 惨 PO 组 成 ,而 了 和 吕 是 这 折线 段 负 这 
线段 的 仅 有 的 公共 点 ( 注 图 16)。 由 于 引 理 六 ,从 季 内 的 点 4 能够 
用 一 条 道路 连接 到 季 ， 第 一 次 交 妾 
于 线段 PP 的 一 点 六， 内 有 内 的 点 
号 也 能 够 用 同和 祥 的 道路 局 料 的 连接 
到 民 . 设 ITR 和 FFR 是 所 取 的 两 条 
道路 的 最 后 线段 ， 因 为 点 4 和 B 痢 
在 第 内 ,由 于 引 理 VWI， 这 两 条 道路 
的 所 有 的 点， 除 点 尺 之 外 ， 都 在 第 
肉 。 由 于 引 理 到, 线段 UR 和 VR 在 PQ 的 同一 出 ， 即 线 时 
RP 和 RQ 都 不 穿 进 三 角形 URY. 因 而， 多 边 形 的 通过 R 的 进 
不 穿 进 三 角形 URV; 线段 UR 和 VR 上 没有 站 的 点 ， 所 以 能 
应 用 引 理 YH 到 三 角形 ZRF， 即 在 它 的 进 RU 上 能 找 肯 如 此 
的 一 点 砷 ,使 得 线 笑 WU 和 和 争 无 公共 点 ,所 取 的 两 条 道路 所 组 成 
的 一 徐 折 线段 ,万 是 从 点 4 到 点 刁 的 一 条 道路 。 若 这 道路 的 URV 
这 一 部 分 用 折线 眉 UWV 苦 代 , 则 得 到 从 点 4 到 点 8 的 一 条 道路 ， 
不 交 多 边 形 再 ， 

总 之 ,我 们 已 经 证 明 , 若 4 和 B 都 是 多 边 形 第 的 内 点 ， 则 (在 
多 边 形 的 平面 上 ) 恒 有 一 条 道路 ,连结 这 两 点 , 而 且 和 多 迅 形 第 无 
公共 点 。 对 于 两 个 外 点 ,证 明 完 全 类 似 ， 另 一 条 沦 断 说 ,多 边 形 第 
的 平面 上 的 ， 连 缚 这 多 边 形 的 一 个 外 点 到 它 的 一 个 内 点 的 每 一 条 
折线 段 ,至 少 和 思 有 一 个 公共 点 ;这 论断 是 引 理 VI 的 直接 推论 . 

这 定理 的 证 联 的 基本 观念 属于 A. 文 特 尔 尼 兹 (A. Winteraitz) 
“关于 约 当 曲线 定理 以 及 拓扑 举 中 有 关 的 定理 ”(Ueber den Jord- 
anschen Kurvensatz und verwandte Sitze der Analysis Situs, Math: 
Zeitschr. 产 1, 第 329 一 340 压 ，1918)*. 

现在 要 证 明 下 述 论 断 ， 并 无 国难 .没有 直线 完全 在 一 个 多 边 
形 内 , 即 任意 一 条 直线 车 含有 一 个 多 边 形 的 一 个 内 点 , 则 也 含有 这 
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多 边 形 的 外 点 .事实 上 , 设 直 线 4 的 点 0 在 节 内 ， 郑 么 这 直线 上 
的 ;从 点 人口 出 发 的 一 条 射线 # ,至少 罕 过 和 事 一 次 .按照 引 理 二， 这 
条 射线 a 上 有 一 条 线 蜂 紧 眼 在 这 一 次 穿 过 之 后 ， 这 线路 的 点 对 于 
多 边 形 第 来 说 都 是 外 点 ， 

我 们 再 转 回 来 证 明 这 定理 的 推论 ， 多 边 形 的 平面 上 有 和 这 多 
这 形 无 公共 点 的 直线 。 
首先 证 明 : 平面 工 给 定 了 任 疮 * 个 点 , 恒 有 这 样 的 一 条 直线 ， 
使 得 所 有 的 给 定 了 的 点 ,除了 在 这 直线 本 身 的 若干 个 之 处 ,就 部 在 
客 的 同一 俩 ， 

洗 取 任意 一 条 不 通过 给 定 了 的 点 的 直线 a .车 给 定 的 点 分 布 
在 = 的 两 侧 ， 则 如 下 进行 . 用 线段 拉 直 线 a 的 一 则 的 每 一 个 给 定 
的 点 连接 到 另 一 全 的 每 一 个 给 定 的 点 ， 抬 这 些 线 妇 和 s 的 交点 按 
照 在 “ 上 分 布 的 顺序 写 出 如 下 : 

人 

取 下 钱 MMN, 此 处 的 站 和 N 是 两 个 给 定 的 点 ,在 4 的 异 侧 ,而 
县 线 妇 MN 交 4 于 点 4 我 们 断定 ，MN 就 是 我 们 所 求 的 直 
线 . 事实 上 ,用 a* 家 示 直 线 MN 所 岂 定 的 ,而 有 卫 含 有 点 心 ，4， 
44 的 半 平 面 ， 现 在 设 工 是 给 定 的 点 的 任意 一 个 ,而 且 和 NN 
在 4 的 蜡 侧 {否则 用 M 圭 代入). 那么 线段 LN 含有 某 一 点 4; (i 
态 他， 因而 六 在 线 女 L4i; 之 外 。， 由 此 得 到 ; 车 i 鲍 , 则 工 和 
了 4 在 直线 MN 的 同一 侧 ; 即 二 属于 o; 车 工 一 发, 则 ZL 在 MN 
上 上 上。 论断 得 以 证 明 . 

现在 再 证 ; 我 们 能 够 再 进一步 ,进取 如 此 的 一 条 直线 ,使 得 所 
有 的 给 定 的 点 真正 的 都 在 这 凌 线 的 一 侧 。 为 此 ， 通 过 每 一 个 给 定 
的 点 作 两 条 线段 ,然后 在 上 述 的 基础 上 ， 作 如 此 的 一 条 直线 ,后 得 
给 定 的 # 个 点 连同 这 些 线段 的 4 个 项 点 ,除了 若干 个 在 这 直线 本 
身上 之 外 ,都 在 它 的 同一 个 .显然 ,给 定 的 # 个 点 不 会 在 这 直线 上 ， 
只 能 在 它 的 同一 侧 , 阁 取 多 边 形 的 项 点 作为 给 定 了 的 # 个 点 , 则 我 
们 得 到 所 要 证 的 论断 . 

【15]3 本 定理 是 定理 8 在 空间 中 的 推广 ， 取 不 在 平面 a 上 的 


* 233. 


一 点 女 ， 把 所有 的 点 村 ,使 得 线 正 M4 不 含有 平面 & 的 点 的 , 列 
人 一 个 区 域 ; 拒 空 间 中 的 其 余 的 点 (不 属于 平面 a 的 ) 列 入 另 一 个 
这 域 . 我 们 来 证 明 下 列 和 注解 [13] 和 [14] 中 所 给 出 鸡 论 断 相 类 似 
的 三 条 论断 : : 

1) 若 点 MYM 入 在 第 一 区 域 中 则 线段 MN 不 合 有 平面 9 的 
点 ， 

2) 车 点 导入 在 第 二 区 域 中 , 则 线段 MN 不 含有 平面 4 的 

3) 车 点 村 和 驴 在 不 同 的 区 域 中 , 则 线 腿 MU 含有 平面 “的 
点 . 

这 三 条 论断 可 以 用 同一 方式 征明. 车 4，M ， 不 在 一 直线 

上 , 根据 公开 和 了, 它们 决定 某 一 平面 pg。 车 平面 6 和 8 无 公 
共 点 , 册 线 段 4M ，4N 和 平面 6 也 无 公共 点 , 即 合 于 情形 1) 的 
条 性 情形 1) 中 的 论断 一 定 正确 ， 因 为 线 眉 村 入 也 和 平面 0 无 
公共 点 。 设 正面 和 有 公共 点 ， 那 么 根据 公理 1; 和 天 它们 交 
于 一 直线 ， 用 a 表示 这 直线 ， 若 线段 4M，4N，MN 的 任意 一 
条 和 平面 * 有 公共 点 ， 则 这 公共 点 间 时 属于 平面 和 有 所 以 应 
该 在 直线 a 上 。 窜 易 看 电 ， 现 在 整个 的 问题 化 为 平面 上 的 线段 
MH，AN，MN 和 直线 # 相交 {或 不 相交 ) 的 研究 ,而 a 也 在 平面 
8 上 ,也 却 是 重复 定理 8 的 证 明 . 

基点 4,M ,WW 在 一 直 弘 5 上 , 则 或 者 这 直线 和 平面 < 无 公共 
点 (又 是 情形 1) 的 条 件 ) ,那么 本 定理 显然 正确 ; 或 者 直线 a 交 这 
平面 ,那么 容易 看 出 ,只 需要 一 字 不 故地 重复 注解 [14] 中 所 引进 的 
证 明 . 

L173 确切 的 意义 如 下 ， 给 定 了 两 条 线 慷 ， 其 中 一 条 重 或 者 
和 和 男 一 条 有 我 们 用 名 词 “ 合 同 ” 所 表 出 的 苛 种 关系 ,或 者 没有 . 这 
种 关系 我 们 没有 直接 给 出 定义 ， 只 由 第 三 组 公理 在 下 述 的 登 久 下 
闻 接 地 给 出 定义 ， 第 三 组 公理 中 列举 了 这 关系 的 所有 的 此 后 我 们 
认为 是 属于 这 关系 的 性 质 . 

1L18] 事实 上 , 根据 公理 ID 从 合同 式 48 去 地 有 和 48 


上 


里 4'B', 得 A'B' 二 AB., 

【19] 我 们 来 证 明 这 一 段 中 有 所 有 的 论断 . 

1. 证 吾 是 射线 站 上 的 任 一 点 ， 玉 是 射线 让 上 的 任 一 点 ， 取 钱 
眉 HK 上 的 任 一 点 半 ， 因 为 MM 在 日 和 玉 之 间 , 点 日 不 在 线段 MK 
上 ,而且 点 天 不 在 线段 HM 上 .因而 点 上 于, M 在 直线 下 的 同 铅 ， 
即 点 好 和 射线 上 在 直 关 天 的 同 便 .同样 地 得 到 ,M 和 射线 站 在 到 的 
亲 侗 ， 结 果 是 戏 在 <(8, 划 内 . 现在 如 此 了 到 点 属 ， 使 得 妞 在 天 
和 六 之 间 ， 点 六 和 六 在 直线 对 的 异 人 出 ， 即 点 六 和 射线 并 在 天 的 异 
如 ,因而 六 在 一 司 ， ) 外， 这 就 证 明了 下 述 论 断 ; 

大 瑟 和 天 各 在 和 (5。 4) 的 一 边 上 ， 则 在 直线 HK 上 且 在 五 
和 之 闻 的 点 必 在 “一 4， 有 肉 ， 而 在 线 限 HK 之 外 的 点 必 在 
一 4， 人 外 。 

2. 设 点 对 ,不在 二 已 ,人 内。 这 就 是 说 ,这 两 点 都 和 射线 至 
在 直线 夺 的 厚 便 ,因此 (参看 注解 1131 的 来 尾 ) , 线 巡 MN 的 所 有 
的 点 和 射线 二 在 直线 息 的 同情 。 这 里 所 说 的 还 成 立 ， 若 在 论证 肝 
把 射线 5 都 用 射线 不 替代 , 抒 直 线 天 部 用 直线 下 替代 。 可 见 , 连 税 
<(8 上 内 两 点 的 线段 ,完全 在 这 个 角 内 ， 

3, 设 从 (4 科 的 顶点 2 出 发 的 一 条 射线 ! 的 任 一 点 M 是 
在 这 个 灸 内 着 是 这 局 一 射线 的 任意 另 -点 ， 则 点 o 不 在 线 妇 
MN 上 上 (参看 射线 的 定义 )， 然后 根据 注解 [13], 点 N 和 允 既 
在 直线 所 的 同 钢 ,也 在 直线 的 同 侧 。 所以， 点 和 射线 的 点 
在 直线 外 的 同 侧 ， 也 和 射线 的 点 在 直线 站 的 同 俩 ， 即 点 六 也 在 
人 (8, 有 内 ;因此 ,在 这 种 情形 下 ,射线 [的 所 有 的 点 都 在 人 (4,) 
内 。 同 时 容易 证 实 车 从 点 0 出 发 的 一 条 射线 1 的 一 点 M 在 二 
C5, 万) 处 ， 则 这 同一 -条 射线 上 的 任意 男 一 点 也 在 这 角色 【用 反 证 
法 ). 

4. 现在 我 们 来 证 明 , 在 么 (4, 肉 的 一 拓 射 线 1 必定 交 钱 民 
六， 此 处 的 日 在 上 ,而 下 在 《上 , 

考 溢 在 直线 上 的 、 不 在 射线 上 的 ,而 且 非 点 0 的 枉 一 点 村 
( 注 图 17)。 直 线 站 交 三 角形 MHK 的 边 MH， 而 同时 不 通过 三 
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和 角形 的 顶点。 因此 它 必须 从 另 一边 HK 或 MK。 我们 来 让 有 明 ， 
直线 7 不 能 交 边 对 六 ， 直 线头 的 点 CO 在 对 和 瓦 之 闻 , 即 好 和 射线 
# 的 点 在 再 线 站 的 异 侧 。 设 六 是 线 
朋 好 乓 的 任 一 点 ， 直线 夺 天 尝 直 线 
让 于 一 点 来, 不 在 线段 MN 上 . 因 
此 :点 如 和 点 对 在 直线 总 的 同 侧 , 即 
D 点 包 和 和 出线 和 在 直线 下 的 导 便 ; 
二 , 另 一 方面 ,直线 MMK 和 直线 天 的 交 
点 村 在 线段 NK 之 外 ， 而 这 基 说 : 

2) 入 和 天 在 直线 天 的 同 仙 , 即 N 和 射线 记 在 直线 名 的 周全. 
直线 了 由 内线 公 补 射 线 1 和 点 0 组 成 的 ， 射 线 广 在 人 (5, 录 
肉 ， 因 此 和 射线 下 在 直线 于 的 问 铅 ， 所 以 射线 ! 上 上 不 能 含有 线段 
MK 的 点 N 【论断 1))。 射 线 和 射线 上 在 直线 下 的 弹 岗 ， 因 为 
在 角 内 的 射线 上 和 臣 都 在 的 赔 侦 ,六 在 记 的 男 一 倒 . 这 就 是 说 ， 
英 线 上 不 能 省 有 线段 MK 的 点 N (论断 2))， 因 此 ,我们 所 引 
的 直线 i 不 能 交 线 段 睹 KK, 而 必定 次 线段 HK。 同时 这 交点 即 属 

于 射线 1 (而 不 属于 射 鳅 /站 ,因为 线段 HK 在 角 内 ， 

5. 我 们 看 到 ， 从 此 得 到 很 重要 的 论断 : 从 同 - 点 2 出发 


和 


射线 [在 (5, 直 内 ， 根据 所 证 明 的 ， 它 交 线 改 HK 于 某 一 点 

工 ， 因 为 工 在 线段 HK 上 , 从 公理 IT 点 再 不 在 线段 LK 上 ; 因 

此 不 交 线 段 LK 的 射线 和 不 能 在 (i, 和 内 。 在 这 里 的 论断 中 
互 换 天 和 站 就 证 明了 ,射线 殉 垢 不 强 在 人 (4. 站) 内， 

若 射线 7 在 (mw) 内 . 而 
射线 站 在 (有 wm) 内 ， 则 射线 了 在 

Zh, m) 内 ( 注 图 18). 

设 点 瑟 在 射线 二 上 ， 而 点 对 在 
射线 wm 上 ，。 根据 第 4 种 情形 中 所 证 
明 的 , 射线 无 交 线 段 HM 于 点 无， 
而 且 , 射线 工交 线 眉 KM 于 点 工 
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根 握 定 弄 5, 点 瑟 , 让 ,上 M 在 直线 HM 上 的 师 序 或 者 和 这 里 所 
写 下 的 租 同 , 或 者 租 反 , 见 点 工 在 线 正 日 M 内 。 因 此 ,出 于 第 1 种 
情形 中 所 证 明 的 ,射线 1 在 人 (#, wm) 内 。 

.着 = 条 射线 页 为， ha 和 直线 地 上 的 射线 都 从 直线 5 上 


站 


的 一 点 出 发 ， 生意 如， 四 7 的 加 人， 则 在 这 启 = 条 和 


和 


和 


外 和 

首先 证 明 这 论断 在 = 一 2 时 正 hp 
确 。 设 射线 训 在 一 ( 坟 , 4a) 内; 那 ， 
么 , 根据 上 文 所 和 证明 的 ， 射 线 为 在 
之 (及 4a) 外 【 注 图 19)。 现在 设 射 2 名 
线 避 在 <( 及 ,4) 外 .我 们 来 证 明 
射线 广 在 一 (和 ,se) 内 。 因为 射线 
访 在 二 (人 2) 外 ,而 且 因 为 香 线 点 和 品 在 直线 二 的 间 侧 ,由 此 得 
出 射线 石和 < 在 直线 束 的 异 钢 , 即 直 线 页 交 每 一 条 线段 成 4{ 庙 
点 在 射线 广 和 = 上) 于 某 一 点 起 。 同 时 , 线段 于 4 的 点 总 和 点 
本 必定 在 直线 4 的 同 侧 , 即 和 射线 广 同 侧 , 这 就 是 说 和 射线 如同 
如 ， 这 就 证 明了 点 马 在 射线 向 上 ; 否则 它 就 在 直线 下 的 补 射 线 
上 ,而 且 屠 就 是 说 在 三 另 一 侧 。 但 是 点 妃 , 在 之 (后 , 4a) 内 (参看 第 
1 种 情形 ), 因 死 (第 3 种 情形 ), 射 线 而 也 在 这 有 角 闪 。 

现在 假设 我 们 的 论断 对 于 2 一 1 条 射线 高 , 扣 ,…+, 向 正 
确 , 即 候 设 这 些 对 线 中 的 5 一 2 条 ，、 例 如 ,后 , 加， ， 如 -3, 在 
一 (ri 4) 内 。 我 们 证 明 这 条 论断 对 于 ”条 射线 也 正确 。 事 实 
上 ,由 于 这 条 论断 对 于 两 条 射线 的 正确 性 ,所以 或 者 射线 所 在 二 
(hs A) 内 ,因而 这 舶 肉 含 月 * 一 1 条 射线 A Bs, hoz ry 
或 者 射线 各 在 之 (4, a) 内。 在 后 一 情况 下 所 有 其 余 的 射线 六 
全 一 1 2, # 一 2) 由 妇 设 在 之 (和, 4w) 内 ,而 由 于 上 文 所 证 
了 明 的 ,也 在 二 (如 ，c) 内. 

6, 车 点 4 属于 0 人 分 于 面 “ 所 成 的 两 个 区 


广 图 19 
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条 折线 段 或 者 通过 顶点 口 :或 者 和 上 或 不 有 公共 点 ， 

显然 ， 能 够 假设 点 4 在 一 人 ,下 ) 内 ,而且 点 4 和 B 在 直线 用 
的 界 锣 ,而 不 失 论 证 的 普遍 性 。 现 在 证 明 , 连 结 点 4 和 点 的 折线 
段 4CDE.'.MB 交 直 线 8。 事 实 上 ， 若 折 线 妥 4CDE.:-*MB 
不 交 直 线 下 , 则 点 4 和 Ce 和 也 ,因而 4 和 DD,D 和 玉 , 讽 而 4 和 
了 等 等 ,最 后 ,4 和 互 都 在 直线 天 的 同 侧 , 这 和 我 们 的 假设 矛盾 . 然 
而 折线 段 4CDE.…M8 可 能 不 交 射 线 #4， 而 交 直 线 下 上 的 补 庙 
线 刀 {我 们 设想 这 折线 段 不 通过 点 D; 否则 ， 我 们 的 命题 显然 成 
立 )， 我 们 证 明 ， 在 这 种 情形 下 折线 朋 4CDE MB 交 训 线 习 , 
设 了 是 折线 到 4CDE.…MB (折线 眉 以 4 为 起 点 ) 和 直线 天 的 
第 一 个 交点 。 设 点 了 在 折线 外 4CDE---03-.-MB 的 线 朋 95 
上 ,而 且 同 时 它 或 者 与 折线 段 的 端点 5 重合 ,或 者 不 重合 ,但 决 不 
和 端点 名 重合 。 如 同上 文 所 说 ,我 们 知道 折线 段 4CDE-…-0P( 不 
所 售 点 了 在 内 )} 的 所 有 的 点 都 和 点 4 在 直线 天 的 同 侧 ,因此 在 射线 
下 同 局 。 点 4 和 射线 在 直线 多 的 同 侧 ， 点 了 和 射线 避 在 直线 不 
的 异 侧 ;因此 ,点 了 和 和 4 在 直线 多 的 蜡 侧 .所 以 根据 上 文 所 证 明 的 ， 
折线 段 4CDE…QP 必定 交 直 线 尺 交点 既然 属于 折线 段 
40DE OP， 必 和 射线 下 在 直线 天 的 同 侧 。 因此 ， 它 在 射线 上 
上 ， 

?7 我们 现 岗 在 来 证 明 ，、 敬 点 4 各 点 A le 和 
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负 绪 和 和 在 这 公 京 。 

若 点 4 和 点 4 在 人 (C4, 处) 内 ,网 这 论断 的 正确 性 显然 ;因为 
能 够 到 线 有 段 44 作为 所 说 的 折线 段 ， 若 点 4 和 点 人 在 一 人， 科 
外 ,而 且 即 使 在 直线 天 和 天 之 一 的 同 侧 , 例 如 在 到 的 同 伍 ， 则 仍 听 
能 够 用 线段 44 把 它 们 连结 起 来 。 事实 上 ， 在 这 情形 下 ， 绎 眉 
44 和 无 公共 点 ;此 外 , 它 和 射线 筷 也 元 公共 点 一 一 否则 ， 点 4 
和 点 4 将 要 和 射线 起 在 的 同 侧 ， 而 且 点 4 和 点 4' 中 的 一 个 将 
要 和 射线 在 蕊 的 同 凤 , 即 在 和 (4, 4) 内 。 

现在 设 点 4 和 点 4' 呈 在 直线 的 异 人 出 ， 也 在 直线 忘 的 异 侧 ， 
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”本 必 


同时 ,为 确定 起 见 , 设 4 和 上 诺 在 吉 的 同 侧 ;那么 4 和 大 在 天 的 异 便 
(否则 ,入 将 要 在 第 内 ), 这 就 是 说 双 和 下 在 下 的 间 便 ;最 后 ,4 和 
正在 于 的 异 侧 ( 否 则 , 对 将 要 在 角 内 ). 

现在 机 在 人 (8', 台 ) 内 取 尾 瘟 一 点 W， 即 点 丸和 射线 天 在 大 
的 界 饥 ,而 且 和 射线 下 在 到 的 界 钢 。 显 然 , N 在 和 (4, 4 外 ,而 且 
同时 和 点 4 在 立 的 同人 出， 也 和 点 4 在 天 的 同 侧 。 那么 根据 刚才 所 
证 明 的 ,线段 AN 和 NA' 都 不 交 身 强 上 和 于 因而 4N4 是 所 
求 的 折 强 段 ， 

520] 着 尔 怕 特 所 谓 第 的 “迁移 ”不 应 当 了 解 为 利用 某 种 习 器 
角 的 作 图 ; 例如 利用 直 尺 和 圆规 ,而 应 当 了 解 为 (决定 和 巨 知 角 合 
同 的 角 的 ) 射 线 的 存在 这 个 事实 。 相 应 地 ， 所 谓 迁 移 的 唯一 性 ,应 
当 了 解 为 具有 一 条 这 样 的 射线 存在 

[213 事实 上 ， 若 三 角形 4BC 的 边 48B 和 BC 台 局 , 则 
能 写 下 

AB= BC, BC AB, LABC= LCBA 
(根据 公理 IL 的 第 二 部 分 )， 所 以 ,根据 公理 1 ， 
ZBAC= ZBCA 
《应用 公理 TI 时 抬 同一 个 三 角形 一 次 看 作 是 三 角形 48C， 一 次 
看 作 是 CB4)， . 

和 22] 事实 上 ,只 需要 证 明 4C = 4'5'. 设 此 合同 二 不 成 立 ， 
在 射线 4'C 上 作 如 此 的 一 点 D', 使 得 4C = 44D'"， 那么 ,从 公 
理 了 JH,，ZLABC 二 人 4A'B'D'， 此 外 ， 从 定理 的 假设 。 一 4BC 二 
二 直下 CC 这 和 公认 ID 矛盾 (一 4BC 所 合同 的 之 4'BFD' 和 
44BC 是 从 两 种 不 同 的 方式 迁移 而 得 到 的 ). 

【23】 在 所 有 的 论证 中 ,并 没有 假设 逢 的 合同 的 对 称 性 , 即 没 
有 认为 C4BC=s 4BC 和 dBC 全 <4BCF 有 相同 的 
意义 ,因此 、 丰 讨论 三 角形 合同 时 也 各 此。 特别 在 见 才 所 引进 的 
论证 中 ,高 有 的 合同 式 都 应 从 图 的 上 部 读 到 下 部 对称 性 是 后 来 
从 定理 19 推 证 出 来 的 ， 

【24] 定理 认 九 1 是 从 一 点 0 出 发 的 轴线 ,而 县 和 4 
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在 了 的 同 负 (这 里 的 了 是 个 有 射线 1 的 真 线 ) ,于 么 或 者 & 在 忆 作 
用 内 ,而 在 人 QU， 外 外 ,或 次 下 要 人 (i, 所 ) 外 ， 从 在 (有 | 
内 ， 

好 明 设 下 在 一 (人 有) 外 ( 注 图 20)。 和 那么 页 和 ?在 天 的 异 
市 ( 否 则 , 蔬 然 我 们 记 考 虑 的 只 是 过 
和 在 i 的 同 侧 的 情形。 巨 将 要 在 
上 (3,2) 内 ), 所 以 用 线段 连结 不 上 
的 尾 一 点 入 和 上 的 任 一 点 工时 ， 
这 线段 交 直 钱 正 于 某 一 点 妃 . 因为 
瑟 在 天 条 工 之 间 ， 则 工 在 KB 外 . 
因此 ;点 环 和 已 在 上 的 同 合 ;因为 天 

注 图 20 是 在 t 上 取 的 点 ， 下 和 五 在 7 的 
侧 ， 也 就 是 射 组 合 { 和 根据 定理 的 假设 )。 由 此 得 点 日 既然 在 直线 
碧 上。 又 在 i 的 射线 和 侧 ， 它 必定 在 射线 六 上 {而 不 在 补 射 线 # 
上 )。 

困 为 点 五 在 一 人 好 内 (参看 注解 [191,1) ,射线 在 (1, 如) 
内 (参看 注解 [19],，3)， 

因此 ,天 在 二 (5 4) 外 , 且 天 在 二 全 和 四， 这 种 情形 是 不 可 
能 的 。 

不在 一 人 让) 内 和 天 在 二 全， 外 内 ,这 种 情形 也 是 不 可 能 的 ; 
在 这 种 情形 下 。 连 结 叉 上 的 任 一 点 上 和 1 上 的 任 一 点 工 的 线段 
KK 工 , 必 定 交 六 于 业 一 点 二 (注解 [19],4)， 但 是 , 同 理 ,线段 HL 必 
须 交 射线 于, 即 同 时 瑟 在 工 和 天 之 间 : 而 妊 天 在 工 和 下 之 癌 ， 这 是 
不 可 能 的 (公理 I;). 

【25] 我 们 证 遇 下 列 情形 ， 和 多 在 1 了 的 异 侧 ,而且 六 和 外 
在 了 的 弄 俩 ， 

考虑 5 的 补 射 线 { 在 同一 条 直线 上 ) ,和 让 的 补 射线 记 。 

射线 2 和 丰 在 ;的 同 便 ,因为 它们 都 和 所 线 上 在 工 的 异 便 。 

射线 有 和 名 同样 的 在 的 同人 如 因为 己 知 二 (8 号 三 二 
(Ch, 1)。 根据 定理 14 ,一 (二 门 三 一 (不 ， 门 ]， 
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此 外 ,还 已 知 Z(t, DD) 宇和 Z(t, 四， 
应 用 在 已 经 证 明 的 情形 下 的 定理 15 (到 射线 九 &, 8)， 得 
Fk) (FR) 
因此 根据 定 汶 14, 得 | 
Lh, A ta, Fe) 
[26] 引 再 设 已 知 两 条 合同 线 眉 4C 三 4'C'， 那么 ,对 于 
4C 上 每 一 点 也 ,能 求 出 4 C' 上 的 如 此 一 点 下 ,使 得 48 三 4'B’， 
BO BBC’, 


Lr | 

证 明 在 射线 4'C” 上 上 ， 从 点 人 一 

4' 起 始 , 作 线 段 4'8B', 合 得 涉 吾 ' 呈 3 ce 
48B( 注 图 21)。 点 B' 因此 唯一 的 广 图 21 


决定 了 (参看 公理 ITL 的 推论 )。 再 者 ,从 点 B' 开始 作 线段 8'C”， 
使 得 B'C" 二 BC， 而 且 使 得 CC” 和 A’ 在 B' 的 异 侧 . 那么 ,从 公 
理 JHB，42C = 4'C”"， 因此， 从 公理 TH,，A'C' 三 A4'C"， 由 此 得 
点 CC 和 C" 重合 LC' 和 C" 在 4 的 同 侧 : 由 作 图 法 , 8' 取 在 4 
的 5 俩 ,而 且 £6” 如 此 选取 ,使 得 B' 在 4 和 0C” 之 阅 ; 这 就 是 说 ， 
4 在 B'C” 之 外 ,而 且 , 因此 ,，C" 在 4' 的 B' 侧 )。 点 BB' 显然 就 
是 所 求 的 点 ， 
定理 16 的 证 明 在 射线 上 和 下 上任 取 点 吾 和 点 ,而 在 射线 
和 多 上 联 点 H' 和 点 区 ,使 得 (公理 IIL)? 
OH = O'H’, OK mm OK 
(这 里 的 0 和 0' 是 角 的 顶点 )， 
从 定理 12， 三 角形 0HK 合同 于 三 角形 0O'HK ,特别 HK 
三 H'K'. 
在 之 (#, 世 ) 内 的 射线 i， 交 钱 眉 HK 于 某 一 点 工 (大 看 注解 
[19],4。 利 用 引 理 ,在 线段 下 上 取 如 此 的 一 点 五 ,使 得 
HL = HL’, LK ~ LK 
射线 品 工 ”满足 定理 的 要 求 。 第 一 , 它 在 一 (及 克 )》 内 ,因为 
' 在 妈 (r, 术 ) 内 (注解 [19], 3)， 第 二 ,三 角形 GHL 合 向 于 
9'H'L'， 因 为 
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OH 二 OF, HLS=HL', OHL AOH'T, 
{最 后 一 个 合同 式 白 三 角形 OHK 和 0'H'K 的 合 避 得 来 ). 因此 
了 HOL 三 ZH'0'L'。 完全 同样 地 得 KOL 二 ZK'O'L'.。 

[27】 要 想 应 用 定 埋 15, 必须 预先 证 明 : 车 射线 ZX 和 Z1Y 
在 直线 Z.2; 的 异 侧 , 则 射线 ZX 和 Z2Y 也 在 直线 Z,2， 的 说 
侧 ;而 旦 在 同 侧 的 情形 时 也 关羽 ， 

事实 上 ,射线 ZX 和 Z2X 司 在 直线 Z12， 的 同 侧 ， 属 于 它 
们 的 点 壬 所 在 的 一 全 ;而 射线 zyY 和 zy 也 在 同 侧 ， 点 了 所 在 
的 一 侧 。 所 以 当 和 和 Y 在 Z,2， 的 异 仙 时 ,射线 ZX 和 ZiY 也 
如 此 ,而 且 射 线 ZX 和 2Z3Y 同样 也 如 此 

当 X 和 Y 在 Z,Z; 的 间 侧 时 ， 这 两 对 射线 中 的 每 一 对 也 同样 
如 此 。 

【28】 丝毫 不 改变 定理 20 的 证 明 , 就 能 够 把 这 定理 陈述 得 更 
广泛 些 ， 设 射线 ,7 不 的 同 个 ,射线 克 , 1 在 入 的 同 侧 , 而 且 
那么 ， 若 对 在 人 
《天 ， 引 ) 内 , 则 多 在 和 (4, 站 内 ; 反 过 来 也 正确 ， 

这 样 的 提 法 即 是 说 , 当 迁 移 角 到 沿 着 任 一 射线 (而 且 在 它 的 给 
定 了 的 一 俩 ) 时 而 不 改变 结果 时 ， 能 够 比较 角 的 大 小 。 论 断 2) 现 
在 立刻 可 以 从 下 述 的 情形 得 到 ， 若 把 和 角 吕 “倒置 "在 角 & 上 来 比较 
角 o 和 8, 我们 就 可 以 把 6 换 成 和 它 合同 的 角 7, 而 不 引起 任何 改 
变 . 完全 同样 地 ,在 论断 3) 中 ,我 们 应 该 认为 :是 利用 把 户 “ 和 登 合 * 
在 Y 上 的 方法 ,来 比较 和 7Y; 作 这 样 运 算 时 ， 把 换 成 和 它 合 同 
的 sy 结果 一 点 也 不 改变 。 

论断 1) 我 们 验证 如 下 。 把 角 c 和 7 "“ 严 置 " 在 8 上 ; 那么 , 邯 
7 了 ;Bs 分别 和 和 之 (#1, 名)， 上 (名)， 上 (和, 名) 重合 ， 则 如 司 
所 给 定 了 的 , 名 将 站 (Ap 角 ) 内 ,而 训 在 之 3, 名 ) 内 。 现 在 需 
要 证 明 名 在 过 (5, 和) 内 ;这 就 是 说 w>7 .但 是 ,这 是 在 注解 [19]， 
第 5 种 情形 (第 126 页 ) 证 明了 的 ， 

至 于 线 磺 长 短 的 比较 ， 那 只 是 加 以 入 化 的 重复 一 次 角 的 对 庶 
的 理论 。 首 先 在 把 线 怕 48B 迁移 到 沿 着 射线 CD 上 , 而 且 从 点 
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Cc 起 始 时 ,按照 所 得 的 线 眉 超过 线段 CD 或 落 在 CD 内 ,我 们 就 
分 别 说 4B8 之 CD 或 48B < cD, 

其 次 ， 对 于 线段 也 能 能 提出 定理 20, 而 且 一 字 不 改 地 重复 它 
的 证 明 ( 所 不 同 的 ， 只 是 不 援引 定理 16, 而 援引 注解 [26] 中 的 引 
理 }。 如 同 对 于 骨 而 土 ， 这 定理 使 我 们 能 能 肯定， A838 之 CD 和 
CD < 4B 有 相同 的 意义 ， 

最 后 ,对 于 线 妈 大 小 关系 的 传递 性 的 证 明 , 就 是 上 文 对 于 角 所 
引进 的 论证 的 重复 (加 以 一 些 简 化 )。 

我 们 还 来 证 明 一 条 简单 的 定理 : 

若 在 直线 a 上 依次 给 定 了 三 点 4, 8, ,而 在 直线 a 上 依次 
给 定 了 二， B', C', 而 且 4B 二 4B, BC<BC, 则 AC< 
A'C', 

事实 上 ( 注 图 22), 在 射线 BC 上 ， 从 点 Fr 把 始 ， 作 线段 
B'C” 合同 于 BC; 那么 ， 从 关系 2 8 ¢ 


| 
BC < BC 的 定义 ,C" 落 在 8" 和 
C' 之 闻 ， 显 然 ,4 上 的 点 顺序 只 能 4 Oc 
是 AB'C"GC'， 了 从 公理 IIT,，AC 二 注 图 22 


4'C"; 而 因为 C" 在 4 和 CC' 之 间 , 则 4C 一 dr 

推论 ”车 定理 的 条 人 忻 改 变 为 4B < 4'B 和 BC < 过 BrC', 则 
仍 上 阳 4C <4A'C.. 

为 了 证 时 4C < 4'C'。 只 要 在 任 一 条 直线 m 上 引进 三 个 畏 
助 点 ,依次 为 Ao, Bo, Co， 使 得 Bo 二 AB， BC, = 天 ,那么 ， 
根据 传递 性 ， 再 Go > BC，4Bo 到 4'B', 

从 第 一 个 不 等 式 推 知 Ca > AC, 而 从 第 二 个 不 等 式 推 知 
40 之 doCo， 故 得 A'C' > A 

总 之 ,粗粮 地 说 ,加 项 增 大 时 ,线段 的 和 记 增 大 

[29】 车 六 在 角 “ 内 , 则 从 定义 , "和 4 在 1 的 同 便 ,而 且 ， 
因此 , i” 和 所 在 7 的 异 仙 ，、 也 就 是 六 在 角 了 外 。 因 为 "和 1 在 
的 同 侧 ( 从 作 图 )。 而 且 在 和 (%, 站 外, 则 从 注 L241 的 证 明 ， 
1 在 和信 ,， 了) 内 。 由 此 推 得 二 (站 之 之 (1), 也 就 是 8 一 
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(0'), 

至 于 谈 到 上 述 的 论断 : 六 或 在 a 内 ,或 在 内, 可 证 明 如 下 . 
俯 作法 ,7 与 在 的 同人 出, 也 在 的 同 徊 ( 那 是 一 样 的 )。 革 次 ， 
不 论 本 在 的 那 一 侧 。 它 或 者 将 要 和 在 同人 出 。 或 者 和 在 同 
健 . 从 和 角 的 内 部 的 定义 (第 11 页 ), 前 者 表示 1” 在 & 内 ,而 后 者 表示 
竹内 。 

[30] 用 反 证 法 来 证 明 本 定理 ， 设 有 一 对 不 合同 的 三 角形 
4BC 和 4'B'C'， 具 有 定理 25 的 条 件 中 所 说 的 性 质 。 这 两 个 三 
角形 中 、。<B 委 ZB'、 因 为 否则 ,根据 定理 13， 这 两 个 三 角形 将 
合 向 ， 为 确定 起 见 , 假 设 <B' < x<B。， 在 射线 B4 上 而 EE 在 直 
线 48 的 点 侧 , 作 角 8 一 8'. 根据 和 角 的 不 相等 的 定义 ,射线 
BC” 在 ZABC 内 ( 注 图 23), 而 根据 注解 [191, 4, 它 交 线段 AC 
于 其 一 点 ,我 们 用 字母 忆 表 示 . 根 据 定理 13，A4BD 二 AA'D'C', 
因此 上 4DB 三 4'C'B' 三 人 4A4CP, 但 是 ,根据 定理 22, ADB 
> <4C5， 如 是 ,我 们 的 假设 (定理 25 不 正确 ) 引 出 了 矛盾 ， 
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【31] 我 们 来 证 朋 ， 若 两 个 合同 点 列 中 的 一 个 竟 点 都 排 成 顺 
序 ， 使 得 点 如 在 点 已 和 屎 之 间 ， 则 和 它们 对 应 的 点 也 应 该 依次 为 
P 忆 ,8 ,有 愉 -假设 这 论断 不 正确 ， 那 么 或 者 点 已 在 点 8 和 只 之 
闻 , 或 者 点 R' 在 点 PP 和 9' 之 闻 . 我 们 来 证 县 第 一 个 假设 不 可 能 ， 
为 了 证 明 , 在 直线 a 上 ,从 点 了 起 始 ， 在 射 绕 PR 相反 的 一 侧 。 作 
线段 PO” 合 同 于 族 自 PQ ,因而 ,根据 公理 I; 合同 于 QP ( 注 图 
24)， 线段 8 和 PR” 也 无 公共 点 ， 如 同 线段 9“P 和 PR 无 
公共 点 一 尝 。 所 以 ,根据 公理 I;，08"RR 于 Q'R ， 而 根据 我 们 所 考 
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虑 的 点 列 的 合同 性 ，B'R' 一 BR， 由 此 ;, 坎 公 理 E，C“R 王 CR。 
但 是 , 技 照 定理 3, 直线 sa 上 的 点 能 够 号 下 的 顺序 ,一 定 是 9"POR 
“(其 他 县 序 将 和 作 图 子 揣 ), 轩 点 9 和 8” 在 点 的 同人 各, 所 以 合同 
式 0"R ee QR 与 线 股 沁 移 的 唯一 福 矛 层 ( 第 12 页) 

同样 的 沦 证 完全 和 理 定 另 一 假设 (点 R' 在 点 P 和 9' 之 闻 ), 

[532] 为 了 证 明定 理 28, 我 们 需要 一 条 众所周知 的 定理 ， 

定理 ”在 三 角形 中 ,每 一 边 恒 小 于 其 他 两 边 的 和 ， 

证 明 堆 要 证 明 若 4, 8,C 不 在 一 条 直线 上 则 48 过 
A eB., 

在 直线 4C 上 ,从 点 C 开 始 , 作 线 眉 C8” 合同 于 CB, 使 得 
8' 和 有 44 在 C 的 异 侧 ( 注 图 25)， 因 为 点 C 在 4 和 8' 之 闻 ， 则 C 弗 
在 488B” 内 ,因此 射线 BC 也 在 和 488 ”内 (参看 注解 [191). 


由 此 得 
LABB'> ZCBB’ 
但 是 ,从 定理 11，ZCBB'’ 三 ACB'B， 胃 此 
LABB' > ACP'R 
以 定理 23，4A4B' > 4 上 5， 这 就 证 明了 ， 
定理 23 的 证 明 
1. 兽 先 考 艺 下 述 情 形 ，P 和 图 形 的 两 点 ,例如 4A 和 8B, 在 一 条 
直线 上 . 
医 记 求 的 点 P 存在 ， 则 它 只 能 在 直线 4'8” 上 ,事实 上 , 否 
旭 , 线 明 4'B8"，4'P，B'P 的 每 一 条 将 小 于 其 他 两 条 的 和 ， 根 据 
图 形 的 全 同性， 线段 4B，4P、BP 的 每 一 条 也 将 小 于 其 他 两 条 
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的 和 ; 赛 实 上 ,它们 中 的 一 条 一 定 等 于 另 丰 条 的 和 ,因为 点 4，B .7 
在 一 条 直线 上 。 
其 次 ， 点 4', 8', P 的 顺序 应 该 完全 象 点 4， 了 8，P 的 怀 序 一 
样 .这 是 定理 27 的 结果 ， 所 以 ,着 点 己 存在 , 则 将 由 下 述 的 唯一 
方式 决定 : 若 P 和 了 在 4 的 同 便 , 则 从 点 4 开始 , 作 线 段 4'P 合 
同 于 4P 在 点 8' 的 那 一 侧 ; 着 P 和 B 在 4 的 异 侧 ， 则 从 点 4' 开 
始 作 线 民 4'P 合同 于 4P 不 在 点 下 的 那 一 仙 ， 
现在 来 证 明 ， 按 照 这 个 方法 恒 能 作出 的 点 ， 一 定 是 所 求 的 点 
P, 即 所 求 的 点 已 恒 存 在 。 
设 C 是 图 形 (4, B,…, 上) 的 任 一 点, 潭 县 6 是 图 形 (4'， 
B',--……, 工 ") 的 对 应 的 点 ， 
那么 ,根据 图 形 的 合同 性 ， 
LE 了 三 人 
由 此 得 
CAPa ZOAP 
因为 下 一 行 的 角 或 者 和 上 一 行 的 角 重 合 { 若 P, B 在 4 的 同 如 ， 而 
且 P, B', 在 几 的 同人 山 ) ， 或 者 上 一 行 的 角 和 下 一 行 的 角 相 邻 补 
( 若 P, 3 在 4 的 异 侧 ,而 且 P, B' 在 4' 的 坚 侧 ;参看 定理 14)， 
根据 定理 12, 三 角形 C4P 和 C'4‘P 合同 ,由 此 得 
CP OP 
在 论证 中 ,我 们 都 假设 了 (没有 明确 指出 ), C 不 在 家 线 48 上 
《因而 0' 也 不 在 宜 线 4'8” 上 )， 当 C 在 家 线 48 上 ,而 呈 6 在 
A'B” 上 时 ,证 明 惕 简单 ， 留 给 读者 自 证 . 
总 之 ,用 点 了 和 FP 扩充 了 的 图 形 中 , 所 有 的 对 应 线段 还 合同 . 
按照 定理 18, 不 难得 到 对 应 钊 的 合同 性 。 
2. 设 了 不 和 图 形 〈4 , 8,:… 上 ) 的 任意 两 点 在 同一 条 直线 
上 ,而 且 4,B,…, 工 不 全 在 一 条 直线 上 ， 
这 时 ,能 指出 两 条 不 同 的 直线 ,例如 48 和 4C, 各 连结 图 形 
的 一 对 点 { 福 图 26). 点 4 分 直线 4C 成 责 条 射线 。 其 中 的 一 条 
和 了 P 在 48 的 异 侧 , 在 这 条 射线 上 取 任 意 一 点 Pi 那 末 直线 PP 
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交 4B 于 某 一 点 Pi 
于 是 ,点 了 人 次 直 线 PsP， 上 ,这 里 的 P, 是 在 4C 上 到 的 , 而 
已 是 在 4B 上 取 的 . 


按照 第 1 种 情形 的 证 明 。 在 直 。 A 
线 4'C” 和 4'B" 上 能 够 (唯一 的 ) p, 
指出 点 P; 和 P;, 使 得 扩充 了 的 图 , 6 
形 (4, 8 , 工 ,P,，P) 和 (未 ， Pi 
8",……, 工 "Pi, P;) 合同 。 

再 把 第 1 种 情形 应 用 到 扩充 了 i 


的 合同 图 形 和 在 P,P， 上 的 上 成 了， 那 末 ， 在 PiP; 上 能 够 指出 点 
P'， 使 得 图 形 (4 ,8B,--……, 上 ,Pi, P,P) 和 (4',B,-.……-,L'，, 
P', P;, P') 合同 . 
我 们 来 证 明 点 P' 是 唯一 确定 的 。 设 还 有 这 样 的 一 点 P”"， 使 
得 图 形 (4,，B,…, 工 , 了 了 ) 和 (4',B',…, 工 ', 了 ”) 合同 ， 那 
未 ,按照 第 1 种 情形 ,能够 找到 点 P; 和 Py, 使 得 (4, B,*…, 上 ， 
P, Pi Pi 和 (4A',B',.… ,上 ', PP", P1, PY) 合同 ， 若 从 这 两 
个 图 形 消 去 了 和 P”， 所 得 的 图 形 更 应 该 合同 ;但 是 由 于 刚才 所 说 
的 条 件 ,点 Pi 和 Pi 已 经 崔 一 节 被 决定 了 ; 因此 .Pr 和 Pi 重合 ,而 
且 PY 和 ;重合 ， 
总 之 ,图 形 
(A, Bs: L, PP, P,P) 
和 C4', B',*+., EL’, P', P,P”) 
合同 ， 根 据 第 1 种 情形 中 点 P’ 的 作法 的 唯一 性 ,比较 这 两 个 所 得 
的 合 司 式 时 ,我 们 贱 定 P” 和 P' 重合 . 
3, 设 图 形 〈4，83，:…， 工 ) 的 所 有 的 点 在 一 条 直线 上， 而且 
.了 在 这 直线 外 ， 
那么 ,根据 第 1 各 情形 {证明 的 开始 ), 点 4'; B',"…, 上" 也 
在 一 条 直线 上 ,而 旦 (定理 27) 有 对 应 的 顺序 ， 
有 以 射线 4'B8' 为 边 , 作 和 合同 于 二 P4B， 而 且 在 这 季 的 另 一 
边 上 作 线 妇 4P 合同 于 4P。 于 是 
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ZLZPAB LP'A'B', AP = A°P" 

我 们 断定 ,点 P' 就 是 折 要 求 的 点 ， 事 实 上 ， 设 已 是 第 一 图 形 
的 任 一 点 ， 一 PL4C 和 一 P4 或 誉 十 合 ,或 者 由 邻 补 在 前 者 情 
形 下 , Pd4C 和 LP'4A'B” 重 全 ,他 在 后 者 情形 下 ， 相 邹 宰 ; 因 
为 .车 5 和 在 4 的 同人 如 ; 俩 C' 和 8B" 也 在 A 的 同 拓 ,等 等 。 

因为 


ZPAB= LP'A'B’ 


ZLZPAC= PC 


些 外 还 有 

PDB LEE 
从 定理 12, 得 _ 
Pie=PC 

这 已 证 明了 图 形 (4 , B,-…', 上, Py 和 (A, B',:*', 上 ', PP") 
的 合同 (在 所 考虑 的 情形 下 ,点 P' 并 没有 堆 一 的 被 决定 ;因为 能 能 
不 用 它 , 而 用 和 它 对 于 直线 4'B8 工 ” 对 称 的 点 替代 )。 

【33] 定理 ?8 对 于 平面 的 几何 ,和 定理 29 对 于 空间 的 几何 ， 
它们 的 深刻 的 不 则 性 的 意义 在 于 建立 了 合同 和 送 动 这 两 个 概念 间 
的 联系 . 

在 物理 实 奏 的 领域 里 ， 这 两 个 对 应 的 概念 已 经 彼此 密切 的 联 
系 着 。 如 同 想 妥 比 较 两 条 魏 的 长 度 , 我 们 总 是 移动 一 条 ,把 它 释 置 
在 男 一 条 上 。 就 是 这 个 样子 ,实际 经 验 中 涛 个 物体 的 合同 ,首先 就 
表现 为 惜 助 于 运动 而 使 它们 互相 又 合 和 的 可 能 几 ， 

在 数学 的 领域 里 ,这 种 联系 仍旧 保持 着 ,而 且 这 里 有 两 种 进行 
方式 ， 或 者 用 公理 建 袖 运动 ,以 运动 为 基础 ,然后 如 前 所 说 的 方式 
通过 运动 ,来 规定 合同 ;或 者 ,如 带 尔 伯 特 所 作 的 ,以 由 公理 所 建立 
的 合同 作 基 础 ,再 在 这 基础 上 规定 运动 . 

现 竹 雪 定 运动 。 所 谓 一 个 送 动 (广义 的 ， 这 里 包含 镜面 反射 ) 
就 是 把 空 儿 的 点 集 换 到 疡 自身 的 .而且 恒 使 得 

AB= .4B 


和 


的 一 个 一 对 一 的 耻 射 ( 双 射 ), 这 里 的 4,3 是 空间 中 的 任意 点 ,而 
由， 有 分 别 是 它们 在 这 映射 下 的 像 点 . 

于 是 ,运动 的 特征 是 把 每 一 个 图 形 (4 ,8 …) 换 成 合同 的 图 
形 {4,8'.-). 由 此 特别 容易 得 到 {重复 注解 [32] 的 论证 , 定理 
28 的 证 明 的 开始 )， 共 线 的 点 仍旧 换 成 共 线 的 点 ， 即 直线 换 成 直 
钱 ， 固 此 ,平面 换 成 平面 ,等 等 . 

在 这 联系 中 ,定理 29 的 作用 在 于 证 明了 语 动 的 可 能 性 和 确定 
了 了 运动 任意 性 的 限度 . 

设 4BC 和 4'B8'C" 是 两 个 尾 羡 给 定 了 的 彼此 合同 的 三 冲 
形 。 再 在 平面 4BC 外 取 一 点 D。 然 后 ,从 定理 29, 能 够 令 点 万 
和 点 品 成 对 应 ,使 得 图 形 

{4, B,C,D) 和 (4, B,C', DD') 


合同 . 
从 这 同一 条 定理 29, 对 于 空间 中 的 每 一 个 点 了 ， 恰 有 一 个 对 
应 点 P', 使 得 图 形 
CP’', 4', B,C', DY) 合同 于 (P, A4, B,C,D) (1) 
我 们 断言, 这 样 的 把 任意 一 点 了 斤 成 它 的 对 应 点 P’ 的 变换 是 
一 个 运动 . 
事实 上 ,再 利用 这 同一 条 定理 29, 能 令 点 9 和 某 另 一 点 2 成 
对 应 ,使 得 图 形 
(0',P',A’, B,C',D) 和 (0,P,4,8B,c,D) (2) 
合同 . 
因为 合同 性 保持 , 若 从 攻 形 中 消去 点 P 和 P', 则 
(8 4 ,B',C',D') 合同 于 (8, 4, B,C,D) (3) 
比较 (9 和 (3), 即 风 到， 在 我 们 从 合同 的 四 面体 4BCD 和 
4'B'C'D 出 发 所 建立 的 司 一 个 变换 下 ，8 换 成 多 ， 而且 一 换 成 
P 同时 ,根据 (2), PQ = 了， 
总 之 ,我 们 的 变换 是 一 个 运动 . 
至 于 谈 到 二 汉 动 时 全 家 性 的 限度 清 形 如 下 . 
给 定 了 一 点 ,从 4 出 发 的 一 条 射线 <， 和 以 射线 4 为 边 绿 
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的 一 个 半 平 面 ec。 役 二 ,9 xc， 表 示 类 似 的 一 个 结构 ,四 任 达 路 
一 方式 取 定 的 。 在 a 上任 取 一 点 8, 在 上 人 年 取 一 点 C, 作 三 角形 
ABC. 

其 次 ,我 们 不 难 作 到 , 作 三 角形 4 BC 合同 于 48C, 使 得 
B 在 a 上 ,CC 在 a 上 ， 然后 ,如 同上 文 所 证 朋 的 , 有 一 个 运动 存 
在 , 把 4HC 移 到 4 BC ， 因 此 ， 招 结构 (4, a, ee) 移 到 结构 
《di - 

稍 加 考虑 ,就 能 够 证 明 ， 这 衬 的 运动 只 能 由 两 个 方式 实现 (两 
重 性 可 从 下 列 事 实 得 出 : 实现 了 一 个 运动 之 后 ， 还 能 接 装 作对 于 
平面 ec 的 一 个 反 身 )， 

于 是 ,车 暂 不 管 这 种 两 重 性 , 则 只 要 给 定 了 一 个 结构 【4 a'， 
0') 而 使 原 给 定 的 结构 (4,e，z) 应 该 移 到 它 上 面 去 ， 一 个 和 运动 
就 被 确定 了 . 


直接 从 运动 的 定义 就 可 以 知道 ,所 有 的 运动 组 成 一 个 群 , 邑 

1) 恒 等 变换 是 一 个 运动 。 

2) 一 个 运动 的 逆 变 换 是 一 个 运动 . 

3) 两 个 运动 继续 实施 的 结果 还 是 一 个 运动 

如 同 所 熟知 的 ， 对 于 把 某 一 集合 换 到 自身 的 一 组 一 对 一 的 贞 
射 妥 说 ,这 些 条 件 的 请 足 即 是 说 这 一 组 是 一 个 群 。 

我 们 不 给 出 定理 29 的 证 明 ; 因为 能 够 按照 类 似 定 理 28 证 明 
的 方式 进行 定理 29 的 证 明 ,只 要 在 后 者 中 改 用 平面 ， 赵 代 前 者 中 
的 直线 ， 而 且 策 一步 必须 先 证 ， 在 合同 的 图 形 中 共 面 的 点 的 对 应 
点 也 共 面 . 

[34] 事实 上 , 公理 I 一 V 规定 了 三 维 的 欧 几 里 得 空间 的 几 
何 ;这 空间 能 够 安置 在 一 个 四 维 的 欧 几 里 得 空间 中 ,作为 一 个 三 维 
的 平面 我 们 现在 看 这 四 维 空间 和 的 《而 非 内 略 于 它 的 一 个 三 维 的 
子 空 间 的 ) 金 体 点 ,直线 和 一 维 的 平面 。 不 难 验证 ， 在 这 个 扩充 了 
的 领域 中 .全体 公理 除去 公理 工 之 外 , 都 满足 了 ; 四 维 空 间 中 的 两 
个 二 维 的 平面 能 够 只 变 于 一 点 (而 且 这 黄 至 于 是 普遍 的 情形 )， 
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于 是 ,扩充 元 素 的 集合 , 而 保持 公理 F 之 外 的 全 体 公理 ,是 可 
能 的 . - 
【35】 这 里 必须 处 理 的 是 我 们 的 公理 系 红 的 一 些 解 灵 。 首先 
说 明 解释 这 概念 本 身 . 

1. 用 公理 方法 来 建立 几何 时 ,我 们 有 基本 对 象 “ 点 "、“ 直 线 ”、 
“平面 "和 基本 关系 “关联 *“ 介 于 ”和 “合同 于 “(后 者 应 用 到 后 米 引 
进 的 对 象 ， 线 段 和 角 )， 基 本 概念 并 不 包含 超出 公理 对 于 它们 所 
说 的 任何 内 容 ;应 用 纯粹 滥 辑 推理 来 建立 几何 时 ,所 需要 的 一 切 都 
包含 在 公理 之 中 ， 


和 
和 


“这 就 听 焦 "给 公 塞 系统 一个 解释 在 解 杰 的 结果 中 ， 每 一 条 
公理 变 成 我 们 利用 来 作 解 释 的 已 经 有 基础 的 数学 领域 中 的 一 条 完 
全 确定 的 命题 . 

即使 如 此 得 到 的 命题 中 的 一 条 不 自 实 ,我 们 的 解释 就 失败 了 ， 
这 就 是 说 在 基本 概念 的 这 个 具体 解释 (这 是 一 个 解释 的 主要 部 分 ) 
中 ,公理 没有 满足 . 

然而 从 这 种 情形 ， 还 不 可 能 作出 关于 这 抽象 的 公理 系统 的 价 
， 值 的 任何 结论 ， 因 为 失败 的 原因 可 能 是 在 于 解释 的 选择 不 适当 . 

在 解释 的 结果 中 , 若 公 至 变 成 的 所 有 命题 都 是 真实 的 , 则 解 洗 
实现 了 ;而 且 ,由 此 得 到 重要 的 结论 说 ,原来 的 公理 系统 有 相 容 性 ， 

事实 上 , 公 至 系统 的 所 有 的 定理 都 是 公理 的 纯粹 逐 辑 推论 ,在 
解释 的 结果 中 ,公理 是 真实 的 命题 ;这 就 是 说 、 从 它们 处 辑 地 推出 
的 定理 也 是 真实 的 命题 (在 用 作 解 释 的 领域 的 意义 下 )， 所 以 , 若 
在 抽象 的 公理 系统 中 得 到 商 条 定理 , 豆 相 矛盾 , 则 在 解释 中 也 要 得 
到 两 条 真实 的 命题 , 喜 相 矛 财 ， 但 是 这 是 不 可 能 的 ,因为 解释 的 令 
和 认为 有 基础 的 面 且 无 矛盾 的 ， 

2. 我 们 转 到 具体 的 例子 ， 即 秆 到 原文 中 解 征 的 解释 的 讨论 时 ， 
解释 的 概念 就 显得 更 清楚 了 。 


9 


选择 算术 的 数 域 台 作为 解释 的 领域 ， 而 这 数 域 是 认为 蔬 经 过 
妾 了 的 ， 此 后 ,所 请 " 数 ”, 永 远古 指 " 域 口 的 数 ”. 
现在 对 于 点 和 直线 (只 限于 平面 几何 的 解释 ) ,和 关系 " 属 下 ”、 
“ 介 于 ”和 "合同 ”, 我 们 改 误 观点 如 下 ; 我 们 不 把 它们 了 解 汐 所 
加 的 概念 ,只 受 公理 系统 的 节制 ,而 拒 它 匀 了 解 为 这 解释 领域 忠 芍 
完全 具体 的 概念 : 
点, 了解 为 一 对 数 (x, 7) 
直线 , 了解 为 三 个 数 (az ov: 可 入 
而 且 #, vs w 除去 可 以 明 莽 同一 个 不 等 于 零 的 关子 之 外 完全 奖 定 
了 (因此 (py: pv; pw) 是 同一 条 直线 ， 若 p 是 不 等 于 零 的 一 个 
数 )]。 加 之 ,* 和 vw 不 应 该 同时 是 零 . 
“点 《+，3?) 和 直线 (w: vz: w) 相 关联" 这 关系 ,了 解 为 等 起 
4 十 zy 十 所 一 0 


的 成 立 . 
公理 0-: 显然 变 成 命题 ; 
“ 若 给 定 了 不 同 的 两 对 数 (xz 2 和 (mm 为)， 则 恰 存 在 一 组 
三 个 狼 (#,v; w)， 这 组 数 除去 可 以 相差 一 个 不 等 于 霍 的 公 因 于 
外 完全 确定 了 ,而 且 满 足 条 件 : 
HT 二 十 出 一 习 


nts Fv 二 w=0 

而 且 w 和 vw 不 同时 为 零 .” 

我 们 得 到 解释 领域 中 的 ， 即 算术 数 域 如 中 的 一 条 命题 ， 而 能 
够 证 明 它 是 否 真 实 , 但 是 , 内 要 深 人 涛 号 这 条 关于 存在 的 命题 ,如 
只 要 研究 一 对 三 元 #,，z， wv 的 一 次 方程 ， 我 们 就 相 信 这 命题 的 正 
确 主 ， 

同样 ,很 容易 写 出 公理 和 公理 IV 所 变 成 的 命题 ， 而且 证 明 
它们 欧 正 确 锤 .我们 把 这 些 仁 给 读者 . 

[36] 考虑 属于 直线 (#: v: w) 的 点 (x+, $)， 那 么 等 式 


* 极 译 本 写作 C#, 2， 沙 ) 与 正文 及 后 面 ( 注 3) 均 不 一 致 ; 今 均 改 咸 Ci: WW 芭 入 一 
译 老 注 . 


wr 十 wy 十 吉 邮 月 

成 立 ， 

因为 x 和 ?的 关系 是 组 性 的 关系 , x 的 单调 的 改变 引出 ?的 
单调 的 改变 ,而 且 反 过 来 也 对 (车 不 是 两 变数 x* 和 3 中 的 一 个 保持 
常 值 )， 、 

我 们 继续 建立 解析 的 解释 ， 所 谓 “ 点 (za 为 ) 在 点 《zy 4) 
(xs %) 《在 给 定 了 的 直线 上 ) 之 间 "这 关系 。 是 指 下 列 算术 的 关系 
至 少 出 现 一 个 : 


TR ry 
竹 挟 狼 近 办， 站 全力 六 为 
《如 辐 刚才 所 提 到 的 ， 上 一 行 的 一 个 关系 的 出 现 必 引 出 下 一 行 
的 一 个 关系 的 出 现 ， 若 7 不 是 沿 着 直线 保持 常 信 ; 而 且 反 过 来 也 
对 ). 
然后 ,第 二 组 公理 蛮 成 数 域 马 的 领域 中 的 不 等 式 理论 的 命题 ， 
所 有 这 些 命题 都 是 工 确 的 ， 特 别 是 对 于 公理 也-, 的 证 明 是 显然 
区 


所 以 我 们 只 需 论 证 公理 琴 。 

首先 说 明 下 述 论 断 在 解释 中 有 什么 意 尽 : 点 (zy， 加 ) 和 (x5， 
为 ) 在 直线 (w: v: w) 的 异 侧 。 从 定义 ,就 是 说 存在 一 点 (x', 六 ) ， 
在 线 正 (4 %)，(*ay 为 ) 上、 又 同时 在 直线 (zi v: ww) 上 ;即使 
得 


ux 十 gp 十 一 让 
的 

《或 者 同样 对 于 ?了 的 不 等 式 )。 

因为 从 (ai; 坟 )》 出 发 ,通过 (kz ;六 ) 而 到 (x2, 如) 的 过 程 中 ， 
5 单调 的 改变 ,而 且 闵 为 式 子 wx 十 vy 十 w 连同 ， 都 线性 地 依赖 
x, 因而 也 音调 的 改变 , 所 以 wz 十 vy 十 w 等 于 零 即 和 下 述 事实 
等 价 : wx 十 vn 十 上 w 和 gti 十 wy 十 w 的 符号 不 同 , 

在 解释 中 ,公理 I 变 成 下 述 命题 ， 

“ 设 给 定 了 三 点 〈* 加) (2 为 ) 《os 加) 【不 属于 司 一 直 
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线 ) ,和 不 通过 这 三 点 的 任 一 点 的 一 直 钱 (#; 2: w) 妈 
fi 十 匀 十 外 下 
##xa 十 区 生 二 志 洋 让 
8 十 2 扫 十 和 天 让 

设 这 直线 有 点 (x ，y') 在 线 眉 (x45 为)，( 和 ;为 ) 内 , 即 ur 十 
vw 十 由 和 wx 十 v5 十 ww 的 符号 不 同 . 那么 直线 (w: wv; w) 或 
者 有 点 在 线段 Cx, 六)，{s oa) 内 ,或 者 在 线段 (za， 入 ) Cx, Ys) 
肉 , 即 wxs 村 po 十 加 的 符号 或 者 和 ur 十 vy 十 ww 的 符号 不 同 ， 
或 者 和 wv 十 vy; 十 w 的 符号 不 同 ”. 

这 论断 显然 正确 ,因为 wz 十 py 二 w 的 符 导 可 ti 十 vy 十 
ww 的 符号 不 同 ,所 以 这 两 个 符号 之 一 应 访 和 xz 十 vy 十 w 的 符 
号 不 同 . 

， 【37]】 要 完成 解释 的 构造 ,我 们 还 必须 说 昕 “合同 ”概念 。 项 
尔 伯 特 采 月 的 说 明 如 下 : 
两 线 避 ( 集 ) 的 “合同 ”, 是 了 解 为 偿 节 于 运动 ,条 线 服 从 男 - 
条 但 到 的 可 能 性 ， 

同时 ,一 个 运动 , 是 了 解 为 原文 中 直接 用 公式 给 定 的 变换 (三 
种 类 型 ) 继 绪 施 行 而 成 的 ,把 平面 模 战 它 自身 的 任意 一 个 变换 [(x， 
起 应 该 了 解 为 平面 的 酝 一 点 ， 而 (x, 洲 ) 是 它 所 变 或 的 点 ]， 

于 是 在 解释 中 ,合同 性 的 确定 是 通过 运动 的 ,而 运动 的 确定 是 
纯粹 解析 方式 的 (由 于 所 供给 的 公式 的 任务 }， 对 应 于 解释 的 解析 
特征 

若干 初等 的 计算 ， 从 外 囊 看 来 完全 和 通常 的 解析 几何 中 的 对 
应 的 计算 相同 。 现 在 指出 运动 的 下 列 性 质 : 

1. 由 于 变换 的 线性 , (*,y) 间 的 线 罕 祖 关 引 出 (x', 7) 间 的 
线性 相关 ; 站 线 变 成 直线 . 

2. 由 于 相同 的 原因 , * 限 随 着 直线 上 点 列 而 单调 的 改变 , 必 引 
出 * 跟随 着 变换 成 的 直线 上 点 列 而 单调 的 改变 : 直线 上 的 点 的 顺 
序 保 持 不 变 ， 

3. 南 个 运动 的 继续 施行 仍 给 出 一 个 运动 ， 
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由 此 得 到 ,在 解 和 六 中 公理 1{f; 满足 了 ， 

4. 在 在 着 一 个 互 换 一 个 给 定 了 的 角 的 两 条 边 的 运动 ， 而 且 太 
在 一 个 互 换 一 条 给 定 了 的 线 肛 的 两 端点 的 运动 

这 容许 我 们 能 通过 运动 使得 两 个 合同 角 喇 的 一 个 角 的 预先 给 
定 了 的 一 条 边 和 男 一 个 角 的 预 洗 给 定 了 的 一 条 边 重 侣 ; 对 于 线 让 
也 则 样 如 此 . 

5. 恰 存在 着 一 个 运动 ， 把 一 条 给 定 了 的 射线 ! 移动 到 和 另 一 
条 给 定 了 的 射线 ” 重合 , 使 得 1 的 直线 所 规定 的 一 个 给 定 了 的 半 
平面 变 成 站 的 直线 所 规定 的 一 个 给 定 了 的 半 平 面 . 

由 此 立刻 得 到 ,公理 Ih，IH 所 变 成 的 那些 命题 的 正确 性 ， 

6. 著 在 第 5 种 情形 中 只 要 求 ! 和 上 重合 , 则 能 由 两 个 方式 实 
现 那 个 运动 ,但 是 在 这 两 种 情形 下 , ! 的 直线 的 点 都 同样 地 变换 . 

由 此 立刻 得 到 ,公理 JU 和 HE 在 这 解释 中 所 得 到 的 解释 的 正 
确 性 。 

[38] 这 里 护 谈 的 是 罗 巴 疤 关 斯 基 的 非 殉 几 里 得 几何 的 射影 
解释 .这 解释 的 实质 在 于 把 罗 巴 契 夫 斯 基 空间 中 的 几何 形 和 关系 ， 
大作 是 通常 空间 中 的 炸 球 的 内 部 中 的 一 定 的 几何 形 和 关系 《最 好 
是 用 射影 的 观点 ); 还 可 以 取 糊 球 的 特殊 情形 一 一 球 一 一 蕉 代 椭 
球 . 在 克 莱 菌 〈F，Kleia) 的 书 k 非 欧 几 里 得 几何 》 中 能 找到 这 问 
题 的 说 了 明 。 

K39]】 这 里 援引 定理 35， 是 不 恰当 的 ,例如 EF = Ei 这 

事实 立刻 容易 着 出 。 事 实 上 ,根据 定理 12, 三 角形 4DE 和 4ADE, 
合同 ;由 于 定理 15, 还 得 到 人 EAF 三 一 EL4F:， 而 且 再 根据 定理 
12, 由 此 推 得 三 角形 4EF 和 有 4EF, 合同 ,因而 线段 EF 和 了 Pi 
世 合 同 - 
【40] 换 句 话说 ,领域 9(o 是 一 个 域 ; 事 实 上 ,对 于 领域 的 元 
守 如 同 对 于 * 的 代数 函数 一 桂 ， 加 、, 减 , 乘 和 除 的 运算 连同 它们 遂 
常 的 性 质 都 是 确定 的 ,而 且 运算 的 结果 仍旧 是 这 个 领域 的 元 素 ， 

【41] 可 从 BorovMonoz 的 k 黎 蛇 的 非 欧 几 里 得 几何 引 论 》 


《BeeneHBe 8 beeBKJIHEAOBy LeoxlTpHIO PaMaHa， OHTH ,1934), 试 识 
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类 加 用 局 

【42] ”在 所 研究 的 平面 上 ,不 值 假设 关联 公理 5_ ,顺序 公 蕴 
I 和 合同 公 还 亚 满 足 了 ， 而 且 平 行 公开 JV 也 满足 了 ， 所 以 这 里 
所 援引 的 所 有 的 定理 〈 特 别 ， 任 寒 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 直 
角 )。 都 完全 如 同 在 通常 平面 几何 一 样 的 证 明了 ， 

左 阅读 本 章 时 要 想 有 正确 的 看 法 ,必须 记 着 , 同 通常 的 平 丐 几 
何 比较 起 来 ,我 们 现在 只 缺少 了 连续 公理 ， 首 先是 癌 基 米 德 公理 。 
而 这 就 是 说 ， 我 们 拓 挤 了 把 线 眉 的 比 的 概念 当 作 数 的 概念 来 引进 
的 办 法 ,因为 两 条 取 定 的 线段 中 的 一 条 ,和 另 一 条 比较 起 来 ， 可 以 
是 无 穷 大 ， 没 有 这 样 的 线段 的 比 的 概念 ， 我 们 便 不 能 形成 相似 形 
的 概念 ,如 朵 在 通常 的 平面 几何 那样 顺便 说 明 。 关 于 纺 c, 股 。 
和 它 相 邻 的 角 c (在 直角 三 角形 中 ), 正 文中 所 断定 的 只 是 说 , 4 是 
< 和 “的 函数 : 4 一 ec， 而 不 是 说 , a:。 是 wx 的 函数 。 这 种 情形 
一 般 地 说 明了 缺少 相似 理论 和 线 筑 的 比 的 峰 念 ， 

第 三 章 的 基本 目的 是 解除 因 馈 少 阿 基 米 德 公理 而 造成 的 国 
准 ,建立 一 个 也 和 返 用 于 非 阿 基 米 德 几 全 的 相似 理论 。 为 此 ,项 尔 伯 
特 建 立 所谓 线 眉 的 计算 法 ， 这 种 计算 法 使 得 有 可 能 引进 两 线段 的 
比 的 办 法 ; 把 两 线 毁 的 比 不 当 作 是 一 个 数 ， 而 当 作 是 这 种 新 计算 
法 的 一 个 元 案 ( 还 参看 $15, $ 16). 

[43】 证 明 在 这 里 有 漏 润 ,因为 从 合同 式 (6) 只 能 得 到 , 垂 足 
或 者 重合 ,或 者 对 于 点 0 对 称 。 还 必须 证 明 后 者 不 可 能 . 

两 条 通过 点 0 的 直线 中 的 每 一 条 都 被 点 0 分 成 两 条 射线 ; 用 
1, 2 表示 一 条 直线 上 的 两 条 射线 ,用 3, 4 表示 另 一 条 上 的 两 杀身 
线 . 对 于 线段 1/，i*;…' 的 每 一 条 ,我 们 规定 以 和 它 对 应 的 一 个 轩 
换 如 下 ， 若 给 定 了 的 这 条 线 眉 的 端点 在 射线 1, 3 上 或 2, 4 上 ,这 
置换 就 是 (13), (24); 著 端 点 在 壬 线 1，4 上 或 2， 3 上 ,是 置换 是 
(14),(23). 让 读者 证 明 , 对 应 于 平行 线段 的 置换 必定 是 同一 个 ( 因 
为 平行 线段 ， 对 于 通过 点 口 的 平行 直线 来 说 ， 或 者 在 这 直线 的 同 
全 ,或 者 在 这 直线 的 异 侧 ). 

因为 道路 4C'B4'C8'4 从 开始 的 射线 04 回 到 这 间 一 条 
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射线 ,所 搬出 的 这 些 剖 换 的 乘积 
Cm nm Cn) 
内 能 是 单位 元 (这 里 的 (wm) 表示 对 应 于 线段 ;的 置换 ， 等 等 )， 介 
是 在 所 考虑 的 置换 群 [(12)(34), (13){24),《14}(23)] 中 ， 两 个 
置换 的 鞠 积 是 群 的 单位 元 ， 只 当 这 两 个 置换 恒 等 。 所 以 (mw)(1*) 
(9 于 (mC)(a*)。 由 于 各 和 刺 * 平行 ,而 且 ?1 和 产 平 行 , 置换 
Cm ) 即 Cm*), 而 县 《 门 即 (2*)。 直 此 得 
(#) = (a*) 

换血 话 党, 六 的 两 端点 或 者 在 = 所 在 那 同 一 个 角 的 边 上 ， 或 
潜在 对 顶 角 的 边 上 。 

所 以 ;, 若 通过 点 口 作 直线 加 平行 于 "， 则 线段 伐 或 省 整个 地 
和 # 在 w 的 同 侧 , 或 者 整个 的 在 另 一 人 如, 通过 点 2 作 二 的 验 线 ( 因 
而 ,也 是 加 的 稚 线 )， 从 天 的 两 端点 ， 作 前 一 条 的 两 条 垂 线 ， 这 
两 条 玲 线 都 平行 于 为, 这 就 是 说 ,每 一 条 都 在 和 的 同 侧 。 因为 矿 
的 两 端点 在 办 的 同 侧 , 则 这 两 条 垂 线 在 m 的 同 仙 ， 而 且 它 们 的 重 
是 也 在 m 的 同 侧 ， 

因此 ,这 些 恬 足 不 可 能 对 于 点 对称, 这 就 是 所 需要 证 明 的 ， 

【443 这 第 三 个 证 及 假 设 4, 8,C 在 同一 条 从 点 口 出 发 的 
射线 上 ,但 不 假设 04 三 05。 所 以 现在 的 情形 比 第 一 个 叙述 特 
萄 :而 比 第 二 个 痊 吉 . 
注意 ; 从 4 了 CC 在 点 0 的 一 如 ， 即 得 4 ,B,C' 也 在 点 0 
的 一 侧 (这 事实 在 第 一 和 第 二 情形 的 汪 朋 中 部 默认 了 }。 事实 上 ， 
从 24 和 4C" 的 平行 , 推 得 ， 对 于 通过 点 0 而 又 平行 于 它们 的 
一 条 直线 ,这 两 条 线段 或 者 在 这 直线 的 一 所, 或 者 在 两 全 .但 第 二 
命题 不 可 能 ,因为 线段 4C 不 含有 点 D. 在 这 种 情形 下 ， 第 一 拿 
题 成 并 ,这 就 是 说 ,线段 4 CC” 也 不 含有 点 O， 即 4'，C” 在 点 0 
的 一 他. 

同样 地 ,从 CB” 和 BC” 的 平行 , 推 得 B,C ”也 在 点 口 的 一 
侧 。 总 之 ,车 4, BC 在 一 条 身 线 上 ，4', B',，C 也 如 此 . 

【45] 明确 闻 说 ,大 首先 限定 作 线段 a5 ( 非 线 段 bx), 然后 连 

“359 ， 


结 a6 的 端点 和 灸 的 第 一 条 边 上 线段 a 的 端点 ， 则 出 于 巴 斯 哮 定 
理 ， 所 得 到 的 直线 平行 于 连结 角 的 第 一 条 边 上 线段 1 的 端点 和 角 
的 第 二 条 边 上 线 眉 5 的 端点 的 直线 (正文 中 的 图 46)， 而 这 就 是 
说 ,线段 a6 同时 也 是 线 肢 ba. 

[46】 我 们 记 着 ， 在 本 章 里 假设 我 们 的 几何 里 除 连续 公理 之 
外 的 全 体 公 理 都 存在 ;所 以 我 们 没有 理由 “利用 圆规 ”, 即 利用 当 作 
是 连续 不 断 的 曲线 的 区 ， 

因为 这 个 缘故 ， 在 我 们 的 几何 里 还 可 能 有 下 述 情形 ， 一 条 直 
线 赋 有 点 高 贺 心 比 圆 六 径 长 ,也 有 点 离 贺 心 比 加 半径 短 , 但 是 这 二 
线 不 和 圆 相交 (好 象 这 直线 在 我 们 几何 所 缺少 连续 性 时 ,“ 穿 进 * 圆 
里 去 了 ). 

【47】 由 于 定 李 42, 我 们 应 该 娃 别 注意 下 述 事实 。 线段 计算 
“还 有 一 些 任意 性 ;一 条 作为 1 的 线 眉 是 任意 选取 的 ,而 旦 腿 法 运算 
就 依赖 于 这 种 选取 ， 另 一 方面 ， 比 例 的 概念 虽然 也 根据 于 线段 的 
计算 法 ,但 是 和 这 种 任意 性 无 关 。 这 是 能 够 从 比例 的 几何 意义 ( 定 
理 42》 看 出 的 . 

因此 , 裙 似 性 理论 不 含有 任意 性 ,并 且 是 完全 由 几何 系统 推演 
出 来 的 . 

〖48] 这 里 说 到 扩充 了 的 线段 计算 时 ,我 们 的 运算 不 只 是 对 
于 正 线 良 , 而 且 也 对 于 负 线 段 和 图 线段 , 

- 盖 先 ,必须 注意 到 ,在 $15 中 线段 (现在 可 以 叫 作 正 线 段 ) 的 计 


在 有 回 定 指向 的 直线 上 的 .端点 重合 的 线段 ( 属 线 段 ) 也 人 允许 是 有 
的 ， 

现在 只 在 下 述 的 意义 下 两 条 线段 才 认 为 相等 ; 它们 婚 合 同 又 
辐 推 向 ( 即 它们 司 在 它们 的 直线 的 正 向 ;或 同 在 人 负 向 ). 

现在 ,两 条 线段 的 加 基 确 定 第 芋 条 钱 妇 , 它 的 起 点 是 第 一 条 的 
起 点 ,而 它 的 终点 是 第 二 条 的 终点 5 而且 在 下 列 条 件 之 址 : 它们 都 
在 同一 条 直线 点 ,而 且 第 一 条 的 终点 和 第 二 条 的 起 点 重合 ， 
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银 段 的 匀 法 形式 完全 如 同 $ 15 中 一 样 约 确定 {和 515 中 内 育 
下 列 差 别 ; 负 线 段 不 在 给 定 了 的 和 角 的 边 上 ,而 在 对 顶 角 的 边 上 ). 

对 于 扩充 了 的 线段 计算 法 、 手 质 1 一 15 的 验证 不 会 再 星 现 任 
何 原则 上 的 困难 ， 

[49] 我 们 来 阴 确 这 里 所 下 的 定义 。 我 们 说 ， 多 边 形 卫 剖 分 
成 多 边 形 Pi 十 P; 十 Pi 十 .Pi 《处 处 虱 只 演 目 简单 多 边 形 , 参 
看 定理 9), 若是 : 

1. 多 边 形 Ps, Pas * "Par 的 每 两 个 没有 公共 内 点 ; 

2. 多 边 形 P,Pss'"…， Pr 的 内 点 也 都 是 了 的 内 点 ; 

3. 反之, 了 的 每 一 个 内 点 或 者 是 Pi ，P，……，Pa 中 一 个 多 
边 形 的 内 点， 或 者 至 少 是 属于 P,, PP Pn 中 一 个 和 多边 疹 的 
还 界 ( 在 后 一 种 情形 时 , 能 够 证 明 , 这 点 至 少 还 个 于 这 些 多 边 形 中 
的 男 一 个 的 边界 ). ， 

设 一 条 简单 折线 ,只 还 过 ?的 内 点 ,而 且 它 的 端点 在 已 的 边界 
上 正文 中 断定 ;上 拇 一 条 这 样 的 折线 剖 分 多 边 形 了 成 两 个 和 多边形， 
这 个 论断 ,严格 地 说 ,是 一 条 需要 证 明 的 定理 ， 我 们 不 在 这 蛙 证 明 
这 个 论断 ,而 且 , 在 本章 中 我 们 基本 上 不 俩 图 用 注解 来 引进 每 一 个 
证 上 明 。 理 由 如 下 ， 只 是 有 关于 用 多 边 撒 的 周 界 来 冲 分 平面 成 几 部 
分 的 问题 ， 若 曹 在 顺序 公理 的 基础 上 上 ， 襄 无 缺陷 地 严格 地 山 明 它 
们 ,都 特别 繁 难 。 这 事实 ， 已 经 能 够 从 最 简单 的 命题 , 例如 定理 9 
中 ,看 出 来 了 . 

所 以 ,在 本 章 的 范围 内 ,依照 需要 我 们 和 希 尔 伯 特 采 取 一 些 二 
元 论 的 观点 .我 们 不 放弃 证 明 ， 亚 文中 缺少 的 王 明 我 们 要 在 广角 
中 加 以 补充 ;但 是 同时 ,关于 剖 分 平面 成 车 干部 分 这 个 事实 ， 我 们 
常常 抬 它 看 作 是 足够 明显 的 ， 从 而 省 赂 掉 从 顺序 公理 出 用 的 严 窗 
推 证 ,“ 明 显 ” 这 个 启 , 不 但 是 说 显然 无 疑 , 还 说 :车 愿意 时 ,严密 
的 证 明 总 是 能 名 实行 的 ,， 

当然 ,读者 应 该 了 解 , 从 很 严密 的 观点 来 说 , 每 一 个 这 样 情 
下 的 证 明 ,是 看 在 普 答 陷 的 ， 司 如 在 正文 中 定理 43 的 证 明 蛙 ， 因 
沪 明 显 而 东 认 下 六 事实 ， 对 二 多 边 形 ?了 ; 的 两 个 请 分 ,其 中 一 个 的 
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诸 线段 使 另 一 个 中 的 每 一 个 三 角形 得 到 一 个 剖 分 ， 反 之 亦 然 ; 其 
次 ,如 此 再 剖 分 所 得 到 的 多 边 形 , 在 这 两 种 情形 下 ,都 完全 相同 ;最 
后 ,每 一 个 多 边 形 能 分 成 三 角形 

诸如 此 类 的 事项 ， 几 乎 在 本 意 每 一 个 证 明 中 部 可 能 发 现 ， 在 
合同 性 犹 念 这 方面 ,证 明 仍 然 是 严格 的 . 

[50] 证明“ 久 补 相等 "这 个 琉 念 的 传递 性 ， 就 是 证 明 :若是 
多 边 形 了 和 90 之 中 的 每 一 个 都 和 多 边 形 5 拼 补 相等 ， 则 它们 就 第 
此 拼 补 租 等 
首先 注意 ， 逢 尔 伯 特 关于 多 边 形 拼 补 相等 这 个 毛 念 的 定义 和 
下 述 的 定义 等 价 ， 两 个 简单 多 边 形 了 和 9 拼 补 相等 车 存在 荐 有 


限 对 合同 的 三 角形 
名 一 A， Af = A9,. -+, Af = A 

能 把 它们 联接 到 了 和 9 上 去 (不 互相 可 主 ), 使 得 如 此 合并 成 的 多 

边 形 


P+AT+ A A 和 有 OA A 十 -二 
剖 分 相等 。 以 后 我 们 通常 只 说 一 个 三 骨 形 和 六 ， 用 这 种 说 甘 来 巷 代 
一 对 合同 的 三 角形 A 一 A?. 

于 是 ， 我 们 能 够 联 搂 诸 三 骨 形 Al 种, ……，Ax 到 P 了 和 5 上 
去 ,使 所 得 到 的 多 边 形 

P+ATA+ .二 A 一 P' 和 
、 5 十 AI 
旗 分 相等 .完全 照样 地 ， 能 够 同时 联接 这 样 的 诸 三 角形 Ar， 
A ,A 到 品 和 3 上去: 司 所 得 到 的 多 边 形 
0+A 如 二 如 车 …: 呈 Ai 一 OO” 和 
SA 二 Ar 二 二 一 
变 成 剖 分 相等 。 
若是 现在 正如 把 三 角形 各， Ai ……，Ak 联接 到 3 上 去 一 样 
的 , 辣 是 也 把 三 角形 Ar ,Ai ，-…, As 这 洋 联 接 到 5 上 去 , 那么 ， 
一 般 地 说 来 ,若干 三 角形 A 会 技 盖 着 车 干 三 角形 A”， 设 这 些 三 
角形 的 公共 部 分 是 多 地形 
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8 
表 设 在 去 掉 这 两 组 三 角形 A' 和 A” 的 这 些 公共 部 分 之 后 , 剩 下 的 
分 别 是 两 组 多 按 形 
页 六 和 有 
这 样 一 来 ( 注 图 27) 
Fi Ts i i i i i 
一 A 十 和 十 -十 和 A 
Ff 
一 和 十 十 -Ai 


注 图 37 


把 记 有 的 多 边 形 六 ,9 5: 都 联接 到 5 上 去 ; 这 样 从 3 得 到 的 
多 边 形 用 5* 表示， 把 多 这 形 4 的， * 8x" 联接 到 多 边 形 疡 


上 去 。 结 果 我 们 得 到 的 多 边 形 p* 和 多 边 形 5* 前 分 相等 ,因为 
下 一 中 十 而 十 和 二 gs 而 
St 二 
现在 把 多 边 形 P,P,-………:… ; Ps’ 联接 到 多 边 形 80” 上 去 . 结 
果 我 们 得 到 多 边 形 GQ*， 也 和 多 这 形 5* 割 分 相等 。 多 边 形 P* 和 和 
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8* 中 的 每 一 个 郁 科 多边形 5* 剖 分 下 等 ， 所 | 2 名 们 应 该 孝 分 柜 等 ， 

因为 

已 + 一 已 "十 和 二 和 十 十 gr 
= 二 pp 二 证 于 Pi 二 二 5 
二 
一 中 十 页 十 护士 和 
一 蕊 十 有 十 有 十 二 二 
十 一 十 5 十 志和 十 十 :二 prs 

邦 就 表 出 了 下 述 事 实 ; 车 相 局 的 多 边 形 Bi, 91, 5 部 联 拉 到 多 边 形 
P 和 上 去 ,我 们 就 得 到 记分 相等 的 多 边 形 ;而 这 正 是 说 多边形 
P 和 2 拼 补 相等 ， 

当 多 边 形 5 的 常 合 是 空 党 时 ， 就 是 当 和 公 ' 这 一 组 兰草 形 中 溉 
有 一 个 能 每 盖 着 入 “这 一 组 三 绅 形 中 的 一 个 时 ,我 们 的 全 部 证 戎 显 
状 还 保持 有 效 。 

现在 证 明 “ 拼 补 相等 "这 个 概念 的 可 加 性 。 就 是 证 明 : 若是 多 
边 形 4 和 B' 分 别 财 补 祖 等 于 4 和 BB， 则 由 和 多边形 4 和 B 不 互相 
络 姜 而 友 成 的 多 边 形 (用 4 十 了 3 玫 示 ) 拼 补 相等 于 由 寺 和 8B 也 不 
相 委 羔 而 拼 成 的 多 边 形 4 十 忆 。 

设 按照 确定 的 方式 把 三 角形 me 2 联接 到 4 和 4 的 
每 一 个 上 去 时 ,所 得 到 的 多 边 形 剖 分 相等 . 设 对 于 多 边 形 了 和 8B'， 
把 它们 的 每 一 个 联接 上 三 角形 如 ,三 ，… -Bk 之 后 ， 也 有 了 同样 
的 结果 。 现 在 取 多 边 形 4 十 和 4' 十 B', 而 且 把 它们 之 中 的 4 
和 二 联接 上 三 角形 #1， ai，:… 44，B 和 和 B 联接 上 三 角形 所 
三 ;, "上 5 正如 同 在 建立 多 边 形 4 积 4、B 和 B 构 补 相等 时 所 
作 的 一 样 . 


考虑 多 边 形 4 和 4: 
本 下 十 而 十 1 一 十 而 十 十 汀 
和 多边形 了 和 多” 
B= Bib Th B=~B 人 Th 二 


按照 定 进 的 条 件 ， 4 和 4 剖 分 祖 等 ， 就 是 能 况 把 它们 剖 分 
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成 祖 同 的 (在 合同 的 春 义 下 ) 三 角形 


的 9 ta" Op 
同样 地 ,能 够 齐 分 8 和 5' 成 相 局 的 三 角形 
Biy Bas"**» Bs 


处 理 三 角形 m 中 的 短 一 个 如 下 :考虑 多 边 形 所 中 的 wm， 训 
分 有 4 成 4 十 a 十 … 十 a4 的 诸 线 段 能 够 穿 过 三 角形 ,而 且 把 
它 剖 分 成 车 干部 分 。 现在 再 海 虚 三 角形 ww 在 4 中 所 占 的 位 置 ， 
博 厦 地 , 在 mm 上 有 宅 分 好 成 4 二 十 -'' 十 4 的 诸 线 段 。 且 
时 把 这 两 个 位 置 中 的 、 落 在 wm 上 的 所 有 的 分 割 线 段 都 画 在 上 上 ， 
一 般 说 来 ,a; 中 的 每 一 个 都 被 分 成 更 细小 的 部 分 。 这些 部 分 用 

ol Cs Css 

表 东 ,而 且 在 再 加 以 章 分 之 后 ,都 可 以 看 作 是 三 角形 。 

显然 ,从 oi 的 全 体 可 以 拼 成 所 有 的 号 , 因此 也 能 够 拼 成 4 和 
有， 同时 ,根据 oi 的 作法 ， 及 出 的 多 边 形 4 my oaz 和 才 
中 的 多 边 形 4 mw，4 每 一 个 显然 都 能 恰好 分 为 若干 个 
三 角形 of 

我 们 用 完全 类 似 的 方法 ,作成 三 节 形 Bi 的 全 体 ， 使 得 由 它们 
既 能 拼 成 了，、 也 能 拼 成 HB', 而 且 B 中 的 多 边 形 B, 刀 ,……，, Bx 和 
8B" 中 的 多 边 形 B', ,上 的 每 一 个 都 能 恰好 分 为 基干 个 三 
角形 pi. | 

现在 涛 起 诸 三 角形 wi 如 何 拼 成 4，、 和 诸 三 角形 fi 如 何 拼 成 


3, 

在 4 中 的 这 些 oj 简略 地 用 o* 表示 ;那些 不 在 4 中 的 ， 郧 部 
些 在 8 二 Ba 中 的 wi， 用 & 表示， 

同样 地 ,用 8* 表示 在 好 中 的 那些 fy, 用 表示 那些 不 在 B 中 
的 , 即 那 些 在 名 十 如 十 十 所 中 的 Pii. 

oat 和 B* 显然 不 能 交 共 起来 ;而 e* 和 8,4 和 所 ，o 和 能 够 
交 县 起 来 . 

取 三 角形 ec 和 Az* 的 公共 部 分 ，P 和 or 的 公共 部 分 ,以 及 a 
和 和 的 公共 都 分 ,而 且 拒 它们 ( 即 是 ,和 它们 全 同 的 多 边 形 ) 添 加 到 
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了 和 身上 去 ,添加 时 使 它们 不 交 鼻 在 43 上， 也 不 交 丰 在 上, 而 
且 它 们 自已 也 不 彼此 交合 起 来 , 记得 到 的 图 形 显然 剖 分 相 钴 ] 
多 边 形 Be 十 3a* 十 了 8 十 了 B+ 而 后 者 是 由 所 有 的 三 角形 4。， 
a*, ,8* (到 由 所 有 的 esi 和 所 有 的 所 1) 按照 其 种 方式 拼 成 的 , 而 
目 不 交 生起 来 的 . 同时 , 图 形 5 的 ,在 4 和 以 外 的 部 分 ,显然 着 
分 相等 于 多 边 形 Ze 十 允 ， 而 后 者 是 由 所 有 的 三 角形 < 和 有 。 按 
照 某 种 方式 拼 成 的 ， 而 且 不 交 炙 起 来 的 。 所 以 前 者 剖 分 相等 于 多 
边 形 


只 


四 十 机 十: 十 本 十 真 十 页 十 十 机 
这 是 由 西 和 5 按照 某 种 方式 拼 成 的 ,而 且 不 交 县 的 多 边 形 ， 

对 于 多 边 形 4 和 8' 重复 同样 的 作法 。 图 形 5 将 和 CC 痢 分 
捐 等 ， 因 为 它们 都 阁 分 相等 于 由 所 有 的 ow 和 所 有 的 Pii 不 交合 起 
来 而 拭 戌 的 同一 个 多 边 形 在 这 两 种 情形 下 , oi 和 六 都 是 公有 
的 ,虽然 它们 分 开 成 g 和 过 ,8 和 人 本 可 能 有 区 别 )， 

其 次 ,在 4' 十 B 之 外 的 部 分 CG', 高 分 相等 于 在 4 十 下 之 外 
的 部 分 二 ， 因 为 它们 两 个 都 剖 分 相等 于 由 64， y+*，64， 入， 
嫩 ， 下， 不 交 登 起 来 而 拼 成 的 多 边 形 。 

定理 证 毕 . 。 

fs5l] 预先 证 明 下 述 论 断 ， 连 接 三 角形 的 一 个 顶点 (4) 和 对 
边 (8C) 上 的 任意 一 点 《 邓 ) 的 绕 眉 ， 恰 短 于 其 它 两 条 边 的 一 条 
(4B 或 4C). 

理由 如 下 (参看 注 图 289)。 因为 点 对 在 线段 BC 上 ， 所 以 线 
段 BM 和 MO 在 直线 4M 的 两 侧 ; 而且 4MB 和 AMC 


好 基 


注 图 28 往 国 29 


看 生 


是 邻 衬 和 朋 ， 因 而 其 中 的 一 个 ,例如 一 4MB， 必 须 是 直角 或 钝 角 ， 
而 另 一 个 (24MC)] 是 直角 或 锐角 【定理 11). 所 以 ， 由 于 定理 
22, 一 3B4MNH 和 一 4838M 都 是 锐 攻 .因为 它们 都 小 于 ZAMC。 应 
用 定理 23 到 三 角形 4BM ， 就 得 到 
AM<< AB 
现在 证 明 : 完全 在 三 角形 之 内 的 线段 KL 短 于 三 角形 的 三 
条 边 的 一 条 { 注 图 29)、 根 据 注解 [15] 中 的 引 理 II, 任 赛 -一 条 从 三 
角形 内 点 出 发 的 射线 , 穿 过 三 角形 一 次 。 设 直线 KL 上 的 两 条 射 
线 中 ,从 KK 出 发 的 而 不 含有 工 的 那 条 射线 , 交 三 角形 于 一 点 P; 而 
且 设 同一 条 直线 上 的 两 条 射线 中 的 、 从 工 出 发 的 而 不 含有 天 的 那 
一 条 射线 , 交 三 角形 于 一 点 G.。 玉 和 工 是 显然 都 在 P 和 9 之 闻 . 
P 和 8 两 点 中 的 一 个 ,站 了 日 说 是 8， 记 该 在 三 骨 形 的 一 边 上 ， 
例如 在 按 BC 上 ; 另 一 点 或 者 在 其 它 边 上 ,例如 48, 或 者 和 项 
点 4 重合 。 从 线 恨 的 不 等 的 定义 ,得 
KL< PO {1) 
用 线 毁 连接 PP 和 C， 而 且 应 用 上 述 的 论断 的 证 法 两 次 ， 一 次 对 于 
三 角形 BPC 和 线段 PO， 一 次 对 于 三 角形 4BC 和 线段 CP. 
我 们 得 到 


PO<PB 或 POD<CP (2) 
和 
CP<CB 或 CP 扫 C4 (3) 
【 当 直 线 KL 通过 顶点 , 即 当 点 卫 和 点 4 重 人 台 了 时， 等 号 成 立 ). 从 
不 等 式 (1),(2),(3) 和 不 等 式 
PB AB (4) 
得 知 下 述 三 个 不 等 式 
KIL 二 AB, 或 KL<4C, 或 KL<<BC 
中 的 一 个 成 立 。 
【52] 从 定理 4 推 知 : 伍 能 求 得 一 个 直角 三 角形 ,于 补 相等 
于 一 个 已 知 三 角形 43C。 要 想 证 明 后 者 和 一 股 等 于 1 的 一 个 站 
角 三 角形 拼 补 相等 ,在 边 C4 上 到 CE = 1， 并 且 从 点 4 引 直 线 


人 了 看 村 


4 对 平行 于 8E { 注 疼 30)， 根 据 定 理 46, 三 角形 BEM 利 
BEA 拼 补 相等 。 因 为 三 角形 4BC 白 BCE 和 BEA4 拼 成 ,而 
三 角形 CEM 由 BCE 和 BEM 
拼 成 :从 可 加 性 定理 (注解 [50]) ,三 
角形 4BC 和 CEM 拼 补 相等 . 

在 C4 <1 时 ;图 将 会 不 同 . 

{53] 这 里 的 意思 是 要 作 一 个 
新 的 直角 三 角形 , 它 的 一 股 等 于 1， 
而 男 一 股 等 于 原先 的 诸 直 角 三 前 形 
中 不 等 于 1 的 诸 设 之 和 ， 取 这 新 三 
角形 的 第 二 及 作为 它 的 底 边 ， 因 而 
它 就 是 原先 的 诸 直 前 三 角形 的 诸 底 之 和 。 用 连结 新 三 角形 的 顶点 
C 和 底 的 分 点 的 语 线 段 , 分 割 这 新 三 和 角形。 所 分 成 的 诸 三 角形 , 根 
据 定 理 46, 和 原先 的 诸 三 角形 拼 补 相等 , 因 员 (定理 43) 也 和 原来 
的 简单 和 多边形 所 分 成 的 诸 三 角形 拼 补 相等 ， 

根据 可 加 性 定理 (注解 [50]), 原来 的 多 边 形 和 我 们 所 作成 的 
直角 三 节 形 拼 补 相等 . 

【54] 我 们 来 明确 全 部 的 叙述 ， 

一 条 直线 称 为 有 向 的 ,车 指出 了 它 的 任意 两 点 4,8 的 先后 沽 
序 ,这 个 顺序 应 该 满足 下 述 要 求 : 

落 B 在 4 之 后 ,而 且 C 在 8 之 后 , 则 1)C 在 4 之 证, 2)B 在 4 
和 Cc 之 间 . | 

我 们 断定 , 若 在 直线 上 迭出 性 意 两 点 ,例如 工 和 对 ,而 且 要 求 
计 在 工 之 后 , 则 唯一 地 规定 了 在 上 述 意 义 下 直线 的 一 个 方向 ， 

若 再 取 任 意 丙 点 4,，B， 则 根据 定型 6, 点 4, 8, 工 、M 能 够 
依次 写 出 ,使 得 虎 序 的 写法 符合 于 几何 的 排放 顺序 (在 “ 介 于 ”这 关 
系 的 意义 下 )。 再 者 ,还 要 求 在 这 种 写法 中 ， 点 对 在 工 之 后 那么 
这 种 写 靶 是 完全 的 ,唯一 的 决定 了 ,因而 我 们 就 把 在 这 种 写 靶 中 点 
4 互 的 先后 顾 序 作为 这 些 点 在 直线 上 的 先后 顺序 . 

满足 要 求 由 和 2 是 不 难 证 实 的 。 为 了 证 实 , 只 要 对 于 五 个 点 


到 石和 


有 4,8,C, 上, M 引进 权 似 的 写法 , 而 且 运 用 根据 定理 6 而 知道 的 
这 种 写 蕉 的 性 质 ， 应 该 注意 的 是 , 若 从 这 个 写法 删 去 一 个 点 ,例如 
C,， 则 所 得 到 的 是 先前 的 对 于 四 个 点 的 那个 写法 。 因 而 点 4 ,3 的 
先后 顺序 在 这 两 个 写法 中 完全 一 举 . 

在 有 向 的 直线 的 一 定点 0 之 后 的 点 ， 显 然 组 成 一 条 半 线 ( 射 
线 )， 此 后 ;凡是 说 直线 ， 都 了 解 为 有 向 的 直线 . 

现在 能 够 实行 引进 平 拓 的 定向 如 下 . 对 于 平 本 的 每 一 条 直线 ， 
我 们 把 由 它 所 形成 的 两 个 半 平 面 的 一 个 称 为 “无 ” 半 平 面 ,而 另 一 
个 称 为 “ 右 " 半 平面 。 而且, 在 把 直 钱 的 方向 改 为 相反 方向 时 ;我们 
就 互 换 这 两 个 名 称 。 

我 们 说 ,平面 有 了 定向 ,着 " 左 ” 
和 “ 右 ” 半 平面 的 选择 ， 在 下 述 的 意 
义 下 是 协调 的 ; 对 于 任意 两 条 交 于 
一 点 口 的 直线 s, 2， 若 在 点 Q 之 后 
的 半 直 线 < 在 五 的 “ 右 侧 "时 ， 则 在 
点 口 之 后 的 半 站 线 8 就 在 4 的" 左 
侧 ”, 而 且 反 过 来 李 对 ( 注 图 31). 

我 们 简略 地 说 ， 两 条 和 相交 的 直 注 图 31 
线 a, 上 是 "协调 的 ”, 若 对 于 它们 来 说 ,“ 右 ” 装 平 面 和 " 左 ” 半 平面 
的 选择 满足 所 指出 的 要 求 . 在 把 这 两 条 直线 中 的 一 条 的 方向 改 汐 
相反 方向 时 ,“ 人 协调 性 * 显 然 保 在 而 不 被 破坏 (此 时 , 应 当 记 着“ 右 ” 
向 和 “ 左 ” 侧 已 互相 调换 ). 

我 们 的 任务 如 下 : 我 们 要 证 明 ， 在 对 于 任意 一 条 直线 # 性 意 
的 取 定 了 “ 左 * 和 “ 右 * 兴 平面 之 后 ,对 于 所 有 的 其 他 每 一 条 直线 ,都 
能 够 取 定 ” 右 " 和 “ 左 " 半 平面 ,使 得 任意 两 条 相交 的 直线 “协调 *. 

设 从 直线 a 开始 ,对 于 它 我 们 性 意 取 定 了 “ 右 * 和 “ 左 ” 半 平面 . 
对 于 所 有 的 其 它 和 a 相交 的 直线 5, 我们 再 规定 “ 左 ” 和 “ 右 ” 灶 平 
面 ， 使 得 a 和 上 都 协调 ( 若 在 点 0 之 后 的 半 直 线 5 在 a 的“ 左 ” 山 ， 
那 笃 我 们 把 5 所 决定 的 两 个 举 平面 中 的 一 个 、 含 有 在 点 0 之 启 的 
半 直 线 4 的 , 称 汶 8 的 " 右 * 半 平面 )。 
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不 和 直线 a 相交 的 那些 直线 <， 一 定 和 一 些 直线 相交， 对 
于 这 种 <, 我们 利用 和 它 相 疡 的 任意 交 线 5 的 协 凋 来 规定 < 的 
“去 " 钢 和 " 右 " 侧 ， 

为 了 证 实 任意 两 条 相交 的 直线 “协调 ”, 只 需要 征明“ 协调 性 ” 
是 可 传递 的 ; 若 两 条 直线 和 和 第 三 条 "协调 ”, 前 两 条 就 互相 协调 ”。 

理由 。 队 “协调 性 "的 传递 性 ,立刻 就 得 到 ,任意 珊 条 相交 的 直 
线 5 上 互相" 协调” 其 次 得 到 , 若 直线 < 和 交 它 的 诸 直 钱 中 的 一 条 
乡 “ 协 调 “，* 就 条 交 它 的 任意 一 条 直线 "协调 ”车 必 要 时 ,首先 
指出 “ 和 一 条 辅助 直线 加 “协调 ”, 然后 就 得 到 和 如 “协调 ”( 注 图 
32)1， 最 后 ,任意 两 条 相交 的 直线 c 和 <; 互相 “协调 ”. 理由， 设 
各 如 协调 ”， 和 如“ 协调” ,那么 和 斑 , ec 和 如" 协调 ”{ 注 
图 33)， 因 为 名 和 灸 恒 互 相 " 协 调 ", 则 o 和 2: 也 协调”。 


注册 3 
于 基 ;, 我 们 来 证 明 "协调 性 ?的 传递 性 。 


有 


记 更 , 设 4，5, 的 方向 就 由 BC C 人 1 48 表 出 (* 协 调 性 * 不 因 
改换 直线 揭 方 向 而 被 破坏 )， 设 点 4 在" 之" 左 ”那么 在 c 之 后 的 
灶 直 线 上 也 在 “之 “ 左 ”, 而 这 就 是 说 (根据 “协调 性 习 , 在 e 之 后 的 
半 直 线 a, 在 上 之 右 。 同 理 , a。 上 的 在 。 之 前 的 点 也 是 在 直线 。 的 
另 一 条 半 直 线 上 , 既 在 4 之 “ 左 ”， 同 再， 在 4 之 后 的 半 直 线 <, 即 
5 在 之 左 . 

秽 在 再 运用 阿 样 的 论证 ,从 在 了 之 后 的 半 直 线 < 出 发 ,因而 是 

-a 2 - 


从 在 a 之 右 的 六 直线 < 出 发 .根据 “ 协 癌 性”, 在 2 之 后 的 六 直线 a 
是 在 < 之 “ 左 ”, 点 C 也 在 之 “ 左 ", 而 且 在 4 之 后 的 半 直 线 5 在 < 
之 右 ”. 

比较 上 文 强 测 指出 的 结果 ， 无 疑 地 得 到 直线 5 和 。 的 "协调 
性"， 


和 注 图 所 4 本 图 35 


第 二 种 情形 ，a ，5 ,2 三 线 共 点 :《 注 图 35). 

取 第 四 条 直线 交 。，5，<， 但 不 通过 它们 的 公共 点 ,而 且 使 
直线 z 和 se “协调 ". 根据 第 一 种 情形 , z 既 和 上 “协调 "， 也 和 = 
“协调 ”; 因 此 5 和 < 也 互相 “协调 *. 

[54:] 在 $17 的 开始 (第 57 页 ), 曾 受 指出 过 线段 (连带 它们 
的 符号 ) 的 演算 要 服从 $ 13 中 的 规则 1 一 16, 特 别 是 那加 法 的 桨 换 
律 与 结合 律 。 应 用 这 些 规则 ,可 将 右 端 的 各 加 项 重新 组 合 ,使 得 只 
有 符号 不 同 的 线 侦 先 加 起来 ,其 结果 它们 都 在 和 中 消去 了 . 

如 同 证 明 中 上 所 提 到 的 。 引 用 分 配 律 ,使 我 们 能 断定 下 述 事实 : 
当 一 个 三 角形 的 底 边 是 另 丙 个 三 角形 的 底 这 的 和 ， 而 所 有 三 个 三 
角形 的 高 线 都 合同 时 ， 则 第 一 个 三 角形 的 面积 一 一 底 边 与 高 线 的 
乘积 的 一 半 -- 一 -是 另 丙 个 三 角形 面积 的 和 . 

【55] 事实 上 ， 若 是 我 们 有 了 已 知 多 边 形 己 分 为 三 角形 的 两 
个 癌 分 ,那么 如 同 定理 43 的 证 明 中 所 普 指出 过 的 ， 可 以 作 分 为 三 
角形 的 第 三 个 剖 分 ， 那 就 是 前 两 个 剖 分 中 的 每 一 个 的 剖 分 ， 取 第 
三 个 章 分 的 诸 三 角形 面积 度量 的 和 ,并 日 抬 诉 有 的 加 项 分 成 组 ,使 
得 每 一 人 《第 二 个 ) 剂 分 的 同 一 个 三 角 
形 。 按 定理 50, 每 一 组 的 如 项 给 出 了 第 一 个 (第 二 个 ) 部 分 的 一 个 
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三 角形 的 盏 积 度量 ,而 全 体 的 和 给 出 了 第 一 个 (第 二 个 ) 视 分 的 庄 
三 第 形 面积 度量 的 和 。 这 样 攻 起 来 ， 第 一 个 与 第 二 个 章 分 的 诸 三 
角形 面积 度量 的 和 都 等 于 同一 个 线段 。 

【56] 援引 定理 50 是 多 休 的 ,直接 从 定义 就 能 推 得 说 分 相等 
的 多 边 形 的 面积 度量 相等 ， 

从 多 边 形 面 积 度量 的 定义 ,也 直接 推 得 ;由 洁 干 多 地形 拼 成 的 
一 个 多 边 形 的 面积 度量 (参看 注解 [49]) 等 于 各 组 成 部 分 的 面积 度 
景 的 和 ， 由 于 这 个 结果 :等 式 

{P 十 已 十 .十 PP 一 [6 二 人 十 .十 的 ] 

可 以 改写 成 : 


[PP 十 [十 于 [PP 
一 L9] 十 9 十 … +[0"l. 

这 就 是 正文 的 下 一 般 所 需要 的 - 

【57] 读者 注意 公理 IV 与 1Y* 之 问 的 区 别 , 公理 IV 和 IV* 
都 一 样 地 否定 下 述 的 可 能 性 :通过 已 知 点 4 能 作 多 于 一 条 直线 ,不 
与 一 条 已 知 直 钱 (总 是 在 已 知 平 百 a 上 的 ) 相 交 ， 但 公理 IV* 除 此 
以 外 还 断定 饮 可 能 作 这 样 的 一 条 直线 ;公理 TY 没有 包含 这 样 的 论 
断 、 问 题 是 在 于 早先 我 们 有 有 合 周公 理 时 ,这 论断 已 经 被 证 明了 ;而 
现在 不 可 能 证 明 这 个 论断 ,必须 把 它 当 作 公理 ， 

[58] 整个 的 第 五 章 属于 建立 在 公 至 T, H, TV* 上 的 几何 , 按 
照 作者 的 意见 ， 那 其 实 就 是 只 是 取消 了 活 续 公理 的 庄 影 几何 .我 
们 应 该 在 这 里 表册 所 讨论 的 几何 的 射影 性 质 。 因 为 否则 就 不 能 充 
分 地 说 明 德 沙 格 定理 出 现 的 理由 . 

首先 注意 , 从 公理 IV* 推出 下 这 事实 : 着 歼 条 直线 与 第 三 杀 
直线 平行 , 则 前 两 条 直线 相互 平行 (这 里 的 平行 直线 所 指 的 是 在 一 
个 平面 上 而 无 公共 点 的 直线 ). 

引 理 1 设 三 条 直线 a,5,。 中 的 二 直线 4 与 在 平面 7 上 ， 
二 直线 bp 和 < 在 平面 “上 ,< 和 a 在 平面 8 上 (其 中 和 8 是 不 同 
的 平面 )。 那 末 , 若 4。 和 5 有 公共 点 C, 见 这 点 C 必 在 < 上 . 

首先 ,7 和 < 不同, 又 和 有 不同 ;假若 > 科 a 和 相同 ， 那 么 Y 上 
370 
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语 会 含有 直 级 a 和 < , 就 究 和 相同 (由 定理 2). 

并。 和 上 的 公共 点 在 所 有 的 三 个 平面 w, pyY 上 ;但 平面 
区 点 (定理 1). 因此 ,点 C 属于 <， 

引 理 2 消 三 直线 ep 中 ab，abfe， 则 也 有 57e， 

用 7 表示 平面 (ea, 45), 8 表示 平面 (eyec)， 若 7 和 相同 ， 
则 5 和 # 在 滑 一 个 平面 上 并 且 无 公共 点 一 -否则 ,违反 公理 IV*， 
通过 这 个 公共 点 可 作 两 条 平行 于 a 的 直线 . 因此 sfe， 

” 若 ? 和 8 不同 ， 则 通过 z 上 的 本 一 点 和 C 作 一 平面 (定理 
2), 并 用 a 表示 (8B 点 不 在 C 上 一 一 否则 由 公理 IV*， 上 和 < 就 重 
合 )。 平面 和 YY 不同 (否则 C 就 在 7Y 上 而 就 和 7? 震 合 )。 用 攻 
囊 示 5 和 的 公共 直线 (因为 a 和 Y 有 公共 点 B， 它们 就 有 公共 下 
线 (定理 1))， 

假若 和 5 不同, 那 未 ,由 公理 IV* {平行 的 唯一 柱 ).# 就 和 
a 有 公共 点 ; 然后 , 由 引 理 1, 这 个 点 就 在 c 上 ,但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 a e. - 

于 是 ,六 和 上 重合 ,而 这 就 是 说 , & 和 < 在 一 个 平面 a 上. 假 
车 5 和 c 相交 , 那 末 ,由 于 引 理 1， 直线 s 就 通过 这 交点 ,但 这 是 不 
可 能 的 ， 因 而 Bye. 

空间 中 平行 于 一 条 已 知 直线 的 全 体 表 线 , 叫 作 一 个 平行 把 ;由 
于 引 理 2, 平行 把 中 所 有 的 直线 ,都 相 志 平行 

我 们 不 再 停 下 来 闻 述 平面 和 直线 之 闻 与 两 平面 之 间 的 平行 理 
论 了 ,因为 如 同 在 平常 的 立体 几何 中 一 样 ,我 们 能 毫 无 困难 地 推出 
这 些 理 论 , 而 且 由 于 引用 公理 了 和 1V* 的 结果 ， 这 种 推 证 还 是 十 
分 严格 的 现在 转 到 射影 空间 的 建立 ， 把 每 一 个 平行 把 对 应 空间 
中 的 一 个 新 元 率 ， 叫 化 一 个 假 点 。 当 且 只 当 两 个 平行 把 相同 时 ， 
它们 所 规定 的 两 个 假 点 才 认 为 相同 ， 

定义 ”我 们 说 一 个 假 点 属于 一 条 给 定 的 直线 ， 当 而 且 只 当 这 

给 定 的 直线 是 对 应 的 平行 把 中 的 一 条 ， 

这 样 看 来 ,现在 可 以 说 ,一 个 平行 把 中 的 所 有 的 直线 独 有 一 个 
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公共 的 假 点 ， 

定义 ”我们 说 一 个 假 点 属于 一 个 给 定 的 平面 ， 当 而 有 号 只 当 这 
个 平面 平行 于 对 庶 的 平行 把 中 的 诸 直 钱 { 即 是 平面 三 有 一 平行 下 ， 
属于 这 平行 把 )， 

这 样 看 来 ,因为 平面 二 的 每 一 个 平行 束 有 一 个 俐 点 ,在 一 个 给 
定 的 平面 上 就 有 无 穷 多 个 假 点 ， 

定义 一 个 给 定 的 平面 上 的 全 休假 点 的 集合 叫 佑 这 平面 上 的 
一 条 假 直线 *. 

显然 ,平行 平面 的 所 有 的 肯 点 都 是 这 些 平面 的 公共 点 ,因而 平 
行 平面 有 公共 的 假 直 线 . . . 

定义 ”全体 假 点 的 集合 叫做 一 个 候 平 面 (于 是 , 假 平 面 是 唯一 
的 )。 

射影 空间 的 建立 已 完成 了 ,我 们 把 点 、 直 钱 和 平面 , 无论 是 原 
来 有 的 ( 真 的 ) 或 是 新 引进 的 ( 假 的 ) , 虱 看 成 彼此 之 间 之 无 区 别 . 

下 列 诸 基本 命题 在 射影 空间 中 是 正确 的 : 

1, 责 点 决定 一 条 并 且 只 一 条 属于 该 两 点 的 直线 。 

2 两 平面 决定 一 条 并 且 只 一 条 属于 该 丙 平 面 的 直线 ， 

3. 司 和 不 属于 该 点 的 一 条 直线 决定 一 个 并 且 只 是 一 个 ， 属 于 
该 点 及 该 直线 的 平面 . 

4. 一 个 平面 和 不 属于 凉 平 面 的 一 条 直线 决定 一 个 并 且 只 是 一 
个 属于 该 平面 和 直线 的 点 ，， 

5. 不 属于 一 直线 上 的 三 点 决定 一 个 并 且 只 是 一 个 属于 该 三 点 
的 平面 。 

6, 不 属于 一 直线 的 三 平面 ， 决 定 一 个 并 且 只 是 一 个 属于 这 三 
平面 的 点 ， 

特别 重要 的 情形 是 : 命题 2, 4, 6 在 射影 空间 中 是 无 条 件 池 
正确 的 , 而 在 原来 的 空间 中 它们 却 例 外 【平行 的 情形 )， 射 影 空间 
的 优越 福 就 在 于 达到 了 完全 的 普遍 性 ， 而 元 素 一 一 假 元 素 一 一 的 


* 假 直线 就 是 正文 中 的 无 淄 光 直线 一 - 祥 者 注 ， 
1272. 


引进 ;下 是 为 了 这 个 是 的. 

全 和 董 于 命题 1 一 6 的 验证 ,在 下 列 的 基础 上 都 可 以 完成 : 在 原来 
的 空间 中 成 立 的 公理 T, IV* 和 根据 于 这 些 公理 的 平行 理论 , 自然 
也 根据 炸 我 们 用 来 引进 候 元 素 的 定义 ， 验 证 时 ，、 我 们 分 别处 理 所 
有 和 辫 可 能 情形 ， 例 如 验证 命题 4 时 ， 平 好 和 直线 必须 分 为 下 列 诸 
形 :… 1) 相交 的 , 真 的 ,2) 平 行 的 , 真 的 ,3) 假 平面 , 真 直 线 和 4) 真 
平面 , 假 直线 

根据 这 些 合 题 就 可 以 证 明 德 沙 格 定理 ( 平 而 的 ) 一 一 有 价值 的 
射影 定理 的 第 一 条 。 这 定理 叙 达 如 下 : 

设 4BC 和 4B'C” 是 同一 个 平 而 上 的 两 个 三 角形 , 它们 媳 
不 浊 顶 点 也 不 共 边 (这 里 所谓 这 了 解 为 直线 ,不 是 线 眉 )。 

”然后 ,若是 1) 连结 对 应 顶点 的 三 条 直线 共 点 , 那 末 2) 三 对 应 

边 的 三 个 交点 在 一 条 直线 上 ,并 且 反 过 来 ,从 2) 得 1)。 

i 这 定理 在 射影 空间 中 是 正确 的 , 那 就 是 说 ,不 论 所 考虑 的 点 和 
直线 是 真 的 或 假 的 ,这 定理 是 正确 的 ”， 

我 们 来 考虑 德 沙 格 定理 的 特别 情形 ， 

设 有 上 竹 质 1), 并 且 除 此 以 外 , 设 两 对 应 边 平行 , 换 名 话说 。 两 
个 交点 在 给 定 平面 的 假 站 线 土 .由 于 德 沙 格 定理 ,应 有 性质 ?2), 即 
第 三 对 对 应 边 的 交 志 应 该 在 那 辣 一 条 ( 假 ) 直 线 土 ， 就 是 说 第 三 对 
对 应 边 也 应 该 平行 。 

设 反 过 来 ,所 有 三 对 对 应 边 都 平行: 即 有 性 质 2), 其 中 对 应 边 
的 三 个 交点 都 在 假 直线 上 上 ， 然 后 ,根据 德 沙 格 定理 ,有 性 遍 1), 那 
就 是 阅 , 连接 对 应 顶点 的 三 条 直线 共 点 , 这 公共 的 点 或 者 是 真 点 ， 
或 者 是 假 点 ( 即 三 直线 平行 )。 

这 就 是 定理 53 《在 希 尔 伯 特 的 正文 中 ). 

若是 在 射影 空间 的 结构 中 我 们 希望 终于 消失 真 心 元 素 间 福 质 
的 区 罚 , 那 末 我 们 应 该 对 于 喜 线 上 的 点 剖 定 新 的 顺序 关系 ,照顾 到 


12 命题 4 一 6 的 验证 可 也 于 别 的 书 中 ,例如 ，HL, 中 , 切 特 维和 唱 率 【HL 中,. UeTBep 
yx8H 六 喜 等 几何 【Brenrarg renvaTpung], 第 二 章 . 
“了 证明 见 H. 中. 切 特 维 重 广 的 书 可 * 也 可 参考 主 一 本 射影 几何 教程 . 


= 了。 


家 线 上 的 假 点 。 这 一 点 我 们 不 讲 了 (对 于 德 沙 格 定理 来 说 ,项 序 关 
系 是 不 起 什么 作用 的 ); 我 们 只 是 指出 来 ,点 在 直线 上 的 射影 顺序 
是 循环 的 ,并 且 虽 然 在 建立 射影 顺序 时 ,在 真 点 区 域 中 的 “ 介 于 " 概 
念 和 公理 IT 都 应 该 利用 ,但 在 射影 的 (用 假 点 扩充 了 的 ) 直线 上 ， 
“ 介 于 "概念 是 失去 了 意义 的 . 


现在 我 们 总 结 这 个 注 垦 中 所 说 的 ， 建 立 在 公理 I, TI, IV* 上 


. 的 几何 ， 实 原 上 是 到 滑 了 一 部分 自己 的 元素 的 向 可 的 几何， 用 


和 


证 更 的 等到 池 位 是 说 明了 几何 的 此 和 

【59] 到 黎 卡 儿 凡 何 中 直角 举 
标 x,。 3 的 OX 轴 作 为 这 个 非 德 沙 
格 几 何 的 轴 ， 对 于 公理 工 和 L 的 清 
足 ， 只 在 下 列 情 形 中 有 可 怀疑 的 地 


人 


Clix: 0) 


(xz y8) 方 ， 当 给 定 的 点 A(z4, 加 ) 和 8 
昌国 3 (xa, 7) 在 不 同 的 尘 平 面 上 ,后 时 连 
结 这 样 两 点 的 普通 直线 在 正 半 平 面 


-上 和 轴 的 正方 商 作成 锐角 . 换 句 话说， 车 4(x, 5) 在 正 半 平面 
上 ; 则 为 这 0 5 过 0, 这 wm， 若 非 德 沙 格 家 线 4 存在 , 用 
Ctr, 0) ( 注 图 36) 表示 它 和 轴 的 交点 ,从 非 德 沙 格 直线 的 定义 推 
知 、 


为 : PA -= 2 
， ， 和 一 于 和 一世 
或 者 
入 (一定 ) 人 人 2 一 #) 
由 此 
x = 2 一 为 本 
2 为 一 四 


由 此 可 见 , 因 为 为 > 0。 一 的 0， 如 在 人 1 和 之 之 向， 所 以 
射线 C4 和 射线 C8 在 正 半 平面 上 的 延长 将 和 厚 的 正 向 作成 锁 
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角 ，。 非 德 沙 格 直线 4B 的 存在 和 唯一 性 证 明了 。 

公理 了， IL, 1D _.，IVy ,YY 的 满足 是 完全 层 然 的 。 甚至 于 
公理 吓 的 证 明 都 不 困难 ;唯一 复杂 的 好 方 是 必须 考虑 三 角形 的 位 
旱 的 所 有 可 能 情形 。 

【60]】 换 句 话说 ,这 里 所 指 的 角 是 下 述 情 形 之 一 : 1) 它 的 顶 
点 在 办 外 ,2) 它 的 顶 吉 在 轩 上 ,而 它 的 西 条 过 的 任 一 条 都 不 是 既 在 
正 半 平面 上 ,又 和 轴 的 正方 向 作成 锐角 (的 射线 ). 

[61】 这 里 不 要 求 点 & 紧 眼 在 点 0 之 后 ; 04BE，40BE 等 
等 排列 顺序 都 可 能 。 我 们 还 能 够 不 管 点 0 眼 在 点 之 后 的 相反 的 
情形 ,由 于 定理 5， 可 以 把 排列 顺序 度 转 过 来 ， 因 而 可 以 用 反 转 过 
来 的 排列 顺序 蔡 代 。 

[62】” 作为 例子 。 我 们 来 证 阴 $ 13 中 规则 15 和 规则 16 在 德 
沙 格 数 系 中 的 正确 性 ， 在 证 明之 前 我 们 作 一 些 说 阴 。 

设 在 平面 上 给 定 了 两 直 线 4 和 a， 又 设 直线 = 上 的 点 4， 
了 Cj 天， 工 有 基 种 排列 顺序 ， 通 过 这 些 点 ,我 们 作 相 互 平行 
但 不 与 平行 的 直线 (并 且 不 与 4 重合 )， 这 些 平行 钱 与 直线 到 
的 交点 4 有 Co "其 艇 点 4，B，C，……,K，, 上 的 
(平行 的 ) 射 影 。 

引 理 工 从 公理 1 了 和 IV* 
推 知 ， 直 线 “上 的 点 的 排列 顺序 和 
这 些 点 在 直线 “ 上 的 射影 的 排列 
顺序 相同 。 换 旬 话 说 ， 若 是 在 直线 
az 上 也 三 个 点 4， 互 和 C， 而 且 点 
3 在 4 利 C 之 间 , 那 末 在 z" 上 的 点 
.8' 在 4 和 C' 之 间 ( 注 图 3 弛 )。 

证 明 ”因为 点 6 在 线 腿 4B 外 ,所 以 , 点 4 和 8B 在 直线 CC 
的 同一 俩 。 因 为 直线 44' 和 B88” 者 平行 于 CC', 所 以 ,点 4 和 
4'、B 和 B' 都 应 该 在 CC' 的 同一 侧 ( 参 署 注 [13), 而 点 4' 和 BB 
都 在 直线 CC' 的 同一 便 ( 参 者 同一 个 注 )。 那 就 是 说 ,点 C 在 线 让 
4 3 之 外 。 因 而 ， 志 4 B', 6” 的 排列 顺序 与 4。B，6 的 排列 
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福 圈 5 


顺序 相同 . 加 
推论 ” 设 直 线 “上 的 线 训 48 不 和 直线 a’ 相交 , 闭 末 ,点 4， 
B 在 家 线 a 上 的 射影 4’, B' 在 4 的 局 一 侧 . 

当 直 线 = 和 末 行 时 , 这 个 推论 的 正确 性 是 音 然 的 ， 因 为 车 
是 4' 和 3’ 在 直线 a 的 异 个 , 那 末 直线 4'B’ ,也 即 是 直线 a'， 将 
会 和 4 相交， 车 是 直线 4 和 a' 交 于 某 一 点 0, 而且 点 8 在 线段 
AO 上 ( 注 图 了 7), 那 末 , 由 于 引 理 1 点 B' 在 线段 4'0 上 , 即 线段 
4'B' 不 和 直线 a 相交 ,因此 ,点 4 和 8 在 «的 同一 俩 . 

”下 理 秆 设 把 直线 a。 上 的 点 4 和 B， 利 用 一 个 平行 束 射 影 到 
直线 a* 上 的 点 A' 和 8', 叉 利用 另 一 个 平行 东 射 影 到 向 一 直线 a* 
上 的 点 4” 和 8", 若是 线 妥 4B 上 没有 宣 线 4。 和 a* 的 交点 (其 
中 包括 这 二 直线 平行 的 时 想 ), 那 末 点 4',， 4”，B', B” 在 a* 上 的 
位 置 如 下 ， 员 去 是 4" 限 莹 4', B" 就 碌 著 B', 

根据 引 理 1 的 推论 ,射影 偶 4 ，B” 和 4”"，B" 或 者 都 在 直 
线 43 的 同一 侧 , 或 者 在 它 的 两 伽 ， 考 虑 禾 一 种 情形 ， 并 且 先 设 
积 4" 和 BB 在 A 的 同一 便 ， 假 设 引 理 不 正确 , 那 就 是 说 ， 点 3” 
知 4' 在 B' 的 司 一 亿 ( 注 图 38)， 则 公 审 Iy*, 直线 44” 交 BB 
于 类 一 点 , 设 为 P, 因为 点 号 和 人 
在 4 的 同一 鱼 , 那 未 射线 44” 和 
直线 BB' 在 44' 的 同一 侧 ,因此 ， 
点 下 在 射线 :44"” 上 。 属 于 射线 
A4” 的 点 应 该 在 48B' 的 点 4” 
| 所 在 的 一 全 ,因而 ,在 所 考虑 的 情形 
注 由 38 下 ,在 点 B' 所 在 的 那 一 合 ; 这 样 一 
来 ,点 了 在 射线 BB 上， 在 这 种 情形 下 B' 和 B” 在 4 的 疝 一 
侧 , 关 让 8” 在 BB' 的 二 所 在 的 二 俩 .也 就 是 说 ,4 所 在 的 一 侧 ， 
所 以 点 B*, 因 而 射线 BB"， 都 在 角 4BB 内 ,而 角 的 两 边 上 分 
九 洁 有 钱 改 4P 的 端点 4 和 PP; 因此 ,射线 BB' 应 该 和 平行 直线 
44"” 上 的 二 条 线 奴 祖 交 我 们 得 刘 了 茸 冒 ， 
现在 设 点 4” 和 Br' 在 4' 的 两 伍 、 在 这 情形 下 , 引 理 了 的 不 
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正确 痰 是 表示 若 ， 点 4 4 B'， 8” 可 以 在 直线 a* 排列 成 所 说 
的 顺序 ， 但 是 在 这 样 排列 对 ( 注 轿 39) , 吉 线 B88” 的 射线 BO( 射 
线 B88” 的 补 射线 ) 在 3B' 的 直线 44' 所 在 的 一 伽 ; 而 直线 
44” 的 射线 45 {射线 44” 的 补 射线 ) 在 44' 的 直线 BB' 所 
在 的 -- 侧 。 用 完全 类 似 上 文 的 讨论 ,我 们 证 明 在 这 情形 下 直线 4P 
和 B80 相交 , 即 引 出 矛盾 ， | 


国 
A A E' Br" 


注 图 39 许 图 可 - 
在 第 二 种 情形 时 ,点 个 4'"，B'。 和 点 个 4", B” 被 直线 4B 
分 开 了 ,因而 ,直线 4 和 a*《 注 图 和 0) 交 于 点 C， 则 引 理 的 正确 性 
是 显然 的 . 
我 们 现在 来 证 明 , 车 疡 > <， 则 靖 十 e 盖 4 十 ce， 进行 下 面 
的 作 图 ( 注 图 41). 在 角 xOy 的 边 Dr 上 取 线 医 OBE 一 1，0D4 
一 4，D 了 3 一 5，DC 一 <。 在 同一 前 的 另 一 边 Oy 上 取 线 段 OE 
一 1, 并 作 直 线 4AYBB'AEE', CN/OE'’, 和 E'PYA'OFB'R 
OE。 设 直线 EP，A4'O，B'R 分 别 交 直线 CN (它们 都 不 和 
CN 平行 ,由 于 公理 取 ”) 于 避 -Mi Mys M3， 从 点 M1、 M;, Ms 
作 直 线 平行 半 EE'， 设 这 些 直 线 交 0E 于 点 音 , 天 , 工 。 按 照 加 
法 定义 ,我 们 将 有 ， 
OH=¢c+1, OK=e+a, OL=¢e+rb 


* 77* 


下 让 
血 c CT 中 日 品目 二 只 [3 
注 图 41 注 图 扩 


我 们 约定 把 轴 0* 上 的 点 总 写成 如 下 的 显 序 ， 点 己 在 点 口 之 
后 . 因为 上 之 a， 所 以 按照 定义 (并且 由 于 上 面 的 约定 ), 了 在 4 
之 皇 ， 按 照 引 理 1 点 CC, 了 ,天 , 工 在 直线 DE 上 的 排列 顺序 ， 
应 该 和 点 5，Mi， Mi，M， 在 直线 CN 上 的 排列 贤 序 相同 , 这 就 
意味 闭 和 点 。 0, E', 4', B' 在 直线 0O8” 上 的 排列 顺序 相同 ， 也 
意味 着 和 点 口 , 百 , 4, B 在 直线 0E 上 的 排列 顺序 相同 、 最 后 
的 论断 所 表明 的 是 ,例如 ,车 点 在 点 0 和 点 4 之 闻 ， 那 末 点 日 就 
在 点 C 和 点 久之 间 ; 但 是 当 所 有 的 在 轴 Ox+ 上 所 取 的 点 按 约 定 的 
隔 序 写 下 来 时 ( 见 五 在 口 之 后 )， 从 这 个 论断 还 绝对 不 能 断定 点 玉 
在 点 上 之 后 .这 个 结论 可 以 从 引 理 T 推出 其实、 直线 EF'P 平 
行 于 OFE， 所 以 对 于 作为 点 王 和 以, 的 射影 的 诺 点 0, EE, C,H， 
可 以 应 用 引 理 要 ， 因 而 得 到 , 瑟 在 CC 之后. 

现在 已 经 征明 了 ， 点 5; 如, Ky 工 在 轴 0x 上 的 先后 央 序 和 
点 ， ,4，B 的 完全 一 样 , 用 不 着 把 一 组 中 的 四 个 点 反 转 过 来 
《 蓝 在 上 面 证 过 )。 央 为 吾 在 4 之 后 ,所 以 工 和 在 天 之 后 ,这 就 是 需 强 
证 朋 的 ， 

现在 我 们 来 证 明 , 若 a 盖 和 c 0, 则 ae 汪 .bce《 注 图 42), 

了 胖 钱 有 段 OE 吐 昌 下 一 1，0D4 一 4 一 和， 站 日 一 口 有 一 也 
(因而 44YBBAVEEB’) 和 DC 一 *， 因 而 点 口 不 在 线 妥 EC 上 
〔 那 就 是 说 “ 二 0) 再 者 ， 从 三 作 平行 于 BE4” 和 EB’ 的 直 
线 ， 设 这 些 直 线 分 别 交 OE' 于 点 K' 和 上 上， 按照 鞠 法 定义 , OK 
一 ac 和 0F 一 be。 因为 在 线 妇 EC 上 没有 上 直线 D 前 
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点 .所 以 根据 引 弄 11, 车 下 在 二 之 后 , 则 三 在 六 ' 之 后 ; 实际 上 
这 就 是 需要 证 明 的 ， 

[63] 在 所 有 的 这 些 规 定之 中 应 该 注意 冬 数 的 顺序 。 例如 ， 
(uw:r) 和 (Cua:va:wa'ira】 这 两 组 不 表示 同一 个 平面 ， 

L641 我 们 要 有 一 个 方法 来 验证 公理 工 各 IY*. 

设 在 其 个 数 系 中 $ 13 的 规则 1 一 11 都 神 足 了 ， 换 名 话说, 这 
数 系 是 一 个 域 (一 般 说 来 , 非 交 痢 的 )。 我 们 必须 先 建 立 这 个 域 的 
代数 的 基 些 关系 ， 

考虑 域 中 的 任意 元 素 a hx。 变 到 某 些 新 元 素 ni， 
“5 zr 的 由 下 列 规律 所 定 的 线性 变换 : 


’; 
XI HUA a 


， 
Xi RA 


《了 


4 ta 
变换 的 系数 (属于 同一 个 域 ) 写 在 左边 ， 这 对 于 非 交 换 的 域 是 
重要 的 ， 关于 同一 类 型 的 逆 变 换 的 存在 问题 苑 关 于 mm ……，xs 
的 这 一 艇 联 立方 程 的 解 的 问题 ， 是 我 们 感觉 有 兴趣 的 问题 。 在 无 
交换 律 的 时 候 , 不 能 搬 用 行列 式 的 理论 ,所 以 我 们 应 该 重新 解决 这 
个 何 题 ， 
定理 ”下列 命题 等 价 : 
1) 不 存在 这 样 的 值 ay。 因 … x 《其 中 至 少 有 一 个 不 是 零 )， 
使 得 4 区 :，-; 同时 为 零 ; 1 
2) 不 存在 这 样 的 元 素 乒 ，55.…. ，5 《其 中 至 少 有 一 个 不 是 
霉 ), 使 得 对 于 人 尾音 违 择 的 值 %, 各,……*，*。。 有 
刀 和 二 二 0 
3) 变换 (1) 有 递 蛮 换 、 换 司 话说 ,对 于 变换 (1) 可 以 求 出 一 个 
下 述 形 式 的 ,以 这 样 的 i 为 系数 的 变换 
一 
a : (2) 


一 了 ~ - 
Xa 一 站 ml 二 


* 


使 得 组 (1 和 组 (2) 等 价 , 即 当 一 组 满足 时 , 另 一 组 也 满足 . 

在 这 里 我 们 顺 使 来 指出 : 论断 1) 是 说 矩阵 (1) 的 烈 右 线性 无 
关 ， 而 论断 2) 是 说 矩阵 (1) 的 行 左 线性 无 关 . 

在 可 交换 的 情形 下 ,论断 1), 2) 和 3) 等 价 于 同一 个 事实 ， 变 
换 的 行刑 式 不 为 堆 ， 

当 # 一 工时 ,变换 的 形式 是 : 站 一 “ma。 并 且 要 求 1),2),3) 的 
每 一 个 都 显然 意味 着 同一 个 事实 ,a 0。 我 们 注意 ,对 于 “六 0， 
由 于 $ 13 的 规则 5, 就 存在 着 这 样 的 数 一 一 我 们 记 之 为 :一 一 使 
得 aa 一 1, 这 等 式 右 溢 以 “时 得 (规则 6);， (aa-9a 一 a 或 者 
(规则 9): a(a7a) 一 4a. 

比较 这 等 式 和 a . 1 一 。， 由 于 规则 5 (除法 的 唯一 性 ) 我 们 
得 : 


zz 一 | 
即 “< 和 = 不 论 什 么 次 序 的 习 积 都 是 1. 
在 论断 3) 的 意义 下 ， 变 换 一 erlxi 显然 是 一 em 的 道 
” 设 对 于 所 有 小 于 给 害 的 值 *， 定 理 都 已 经 证 明了 、 我 们 来 证 
朋 对 于 给 定 的 值 # 时 的 定理 , 
我 们 将 认为 ,变换 (1) 的 系数 中 至 少 有 一 个 不 是 零 ( 否 则 定理 
失去 意义 )。 为 确定 起 见 , 设 这 个 不 为 零 的 是 6，，. 
现在 我 们 岩 下 列 公 式 规定 新 元 于 和 xz- 


| | 
tl ny 


1 一 Te Fa Tn | 
ee (3) 
Vrs = EA EE pt 

显然 ,车 x4 换 威 它们 在 (1) 中 的 式 子 , 风 站 3- 
的 式 子 中 就 所 有 矿 ,'……， xx-t 而 没有 和 这样 一 来 ; 我们 有 类 型 
(1) 的 变换 ,但 是 元 素 的 个 数 较 少 。 这 个 从 2 ，xr-: 到 x 
> "xr 的 变换 ,简称 为 变换 (3)。 我 们 现在 有 如 下 论断 : 

知性 质 1) 对 于 变换 ( 巧 成 立 , 则 它 对 于 变换 (3) 也 成 立 ,并 且 


* 站 


反 过 来 也 对 . 

只 要 能 证 明 , 若 性 质 1) 对 于 (1) 不 成 立 , 则 它 对 于 (3) 也 不 成 
立 , 并 且 反 过 来 也 对 ,这 就 足够 了 ， 于 是 。 设 存在 了 这 样 的 值 na， 
.zw 《其 由 至 少 有 一 个 不 等 于 零 )， 使 得 所 有 的 z,-…， 忆 为 
零 . 但 是 从 公式 (3) 可 见 ,此 时 允 ，…， 达 -都 变 为 零 , 就 是 送 对 
于 (3) 福 质 1) 就 不 成 立 ，[ 重 要 的 是 ，，…*， x。_， 不 可 能 同时 为 
零 一 否则 方程 (1) 的 最 后 一 个 会 引 向 矛盾 ,因为 co 六 0，] 

反 过 来 , 若 存 在 着 这 样 的 加 ,……， x。t 使 得 所 有 的 允 ，--， 
江 .， 为 零 , 则 我 们 还 要 求 方程 (1) 的 最 后 一 个 中 的 改变 为 霍 ; 从 
方程 (1) 的 最 后 一 个 ， 我 们 将 毫 无 困难 地 找 出 对 应 后 值 z 《因为 
cs 天 0)， 我 们 现在 有 值 az ……，z。 使 得 地， 4 政 
变 为 零 ,而 且 ,使 得 疙 ,…， 区 也 如 此 ， 

其 次 我 们 断定 ; 若 性 质 2) 对 于 变换 (1) 成 立 , 则 它 对 于 变换 


(3) 也 成 立 ,并 且 及 过 来 岂 对 . 
再 只 要 征明, 若 性 质 2) 对 (1) 不成立, 则 它 对 (3) 也 不 成 立 ,并 
且 反 过 来 也 对 . 
设 对 于 任意 的 nn,-…、*s， 存在 着 和 页， 页 Dn (其 中 有 一 
个 不 等 于 绰 ) ,使 得 
| (4) 
利用 (3), 能 写 下 . 
Bx Tt Ba Bt 
十 【一 六 ai 一 一 中 (4°) 


我 们 可 以 用 war 蔡 代 括 弧 中 的 和 ;为 了 证 明 这 个 ,只 要 在 特 
殊 情形 
Ta 0 ral1 
时 ,把 ( 们 写 出 来 就 挟 够 了 ， 
关 时 是 (4 的 右 端 都 和 (4 的 左 端 重合 ,因而 , 变 为 零 ， 因 此 ， 
对 于 变换 {3) 性 质 2) 也 不 成 立 ( 所 有 的 广 ，… :， 2 加: 不 可 能 都 等 


*《4 ;是 中 译 者 加 的 一 一 谋 者 注 . 
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于 霍 , 因 为 ,否则 如 尖 0, 并 且 从 (4 会 推 得 对 于 任意 的 4,…… ,x 
月 必 一 号 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 avs 六 0). 

反 过 来 ， 若 存在 着 这 样 的 如,…*， 5。_1 {不 是 所 有 的 都 等 十 
惟 ), 使 得 对 于 任意 的 如， xo， 

二 

则 于 把 式 (3) 替 人 这 方程 ,就 得 到 形式 (4 的 看 ,……, 翅 . 之 闻 的 相 
关 . 

景 后 我 们 证 明 , 若 性 质 3) (可 递 性 ) 对 于 变换 (1 成 立 , 则 它 对 
于 变换 (3) 也 成 立 ,并 且 反 过 来 也 对 ， 

在 由 公式 (3) 所 规定 的 叉 ,……, x?_ 等 元 素 之 外 再 用 下 述 公 


式 
Na 一 和 好 (5) 


补充 一 个 元 紊 xs 。 

从 0 到 姬 的 变 搞 显然 是 可 道 的 ; 只 要 在 
(3) 中 用 x5 替代， 并且 表 示 出 #7, 思 -， 就 屁 了， 

由 比 推 得 、 从 x 到 * 的 变换 的 可 逆 姓 等 价 于 从 * 到 x” 的 变 
换 的 可 逆 性 (因为 两 个 可 道 的 变 殊 的 继续 施行 ,显然 给 鳃 一 个 可 道 
的 变换 ). . 

设 *” 依赖 于 zx 的 关系 为 可 省 .我 们 知道 地, x*_! 能 朵 
2 xp-! 线性 地 表示 出 来 ; 2* 能 用 和 ，xw 线性 地 表示 
出 来 ， 设 后 一 个 变换 有 着 变换 ,我 们 踊 言 ,在 这 逆 变 的 中 xw,……， 
xa-! 能 只 用 ,ws 表示 出 来 ， 事实 上 , 若 在 表示 m4.《 例 如 ) 
的 式 子 中 x; 的 系数 不 为 零 , 则 在 假设 


二 0, x 一 1 
我 们 会 得 到 矛盾 . 
因为 此 时 ,按照 (3) 
#0 
于 是 表示 x 的 式 子 简化 成 为 含有 x 的 临 非 堆 的 一 项 ， 而 这 是 和 
= 人 0 矛盾 的 . 
” 产 慑 充 误 为 *a -一 - 译 首 注 
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诗 是 , 若 从 2 到 拓 xa 的 变换 的 道 变换 存在 ， 
则 从 xp 到 对 -的 变 榴 的 道 变换 也 春 在 。 
完全 显然 , 逆 定 理 也 正确 
于 是 ,从 二 的 训 换 的 可 首 性 等 价 
于 从 zo x 到 mt 的 变换 的 可 逆 性 ， 而 后 老 , 如 同 
上 面 曾 证 明 过 的 ， 等 价 于 从 nm …，xs 到 4 ,加 的 变换 的 
可 道 性 . 
论断 得 以 证 明 . 
现在 ,因为 论断 四 , 2)、 3) 的 每 一 个 对 于 变换 (1) 的 正确 性 引 
起 了 它 对 于 变换 (3) 的 正确 性 ,并 且 反 过 来 ,又 因为 对 于 变换 (3) 这 
三 个 论断 是 等 价 的 (假设 当 ” 一 工 个 元 素 时 ， 定 理 巴 经 证 明 )， 所 
以 ,对 于 变换 (1 这些 论断 也 是 等 价 的 ， 
定理 证 毕 ， 
转 回 到 非 扫 的 解析 几何 . 
如 间 正 文中 所 指出 的 , 德 沙 格 数 系 五 的 三 个 数 (az，?，z) 叫做 
太 ; 而 直线 上 的 所 有 的 点 由 下 述 形 式 的 一 对 方程 : 
{ Fry wstr = 人 0 
wt yw stir"=0 
确定 ,其 中 附 有 条 件 ， 给 阵 


(6) 


Wy Wr ew 
| 
的 行 左 线性 无 关 . 

再 取 德 沙 格 数 系 也 的 三 个 数 gp， ww， 使 所 有 的 三 行 都 左 线 
性 无 关 【不 难 证 明 这 样 的 可 能 性 )， 用 上 表 出 线性 式 wx 十 vy 十 
ws 并 且 写 成 ， - ， 


—r ur-o yt we 
有 r" 一 ot 十 ey 上 Pa {6°)* 
i Hx vy oT ws 

* 原 凡 文 为 (f)- 一 译 者 注 ， 
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我 们 可 以 认为 ,这 里 有 一 个 线性 变换 在 *，》，* 上 和 进行， 并且 
遵循 性质 2)。 在 这 个 情形 下 ,性质 3 就 成 立 。 并 且 我 们 能 够 把 写 
下 来 的 方程 组 (6”) 代 以 和 它 等 价 的 方程 组 ,其 中 *。) z 都 将 通过 
《6 的 去 端 线 性 地 表示 出 来 ,因为 ”和 *"” 和 都 是 带 数 ,所 己 , 我 们 全 
并 含有 r' 和 六 的 详 项 作为 自由 项 加， 国 ，s， 而 得 到 : 

x 二 4 十 入 
y= 十 C7) 
全 Ct 二 20 

显然 在 不 失去 回 到 方程 组 (6 的 可 能 性 时 ,({7? 星 的 上 可 以 给 
性 意 值 ， 光 此 ， 我 们 证 明了 每 一 条 直线 能 够 有 参数 表示 (同时 4， 
2， 不 同时 是 零 一 一 否则 ,把 (07) 中 的 xy 8 代 人 《6) 时 , 我 们 
会 得 到 :+ 一 常数 ). 

反之 ,每 一 个 参数 表示 (7) ,其 中 a、 zx 不 同时 是 零 ， 定 义 一 
条 直线 ， 若 e 也 0。 则 从 第 一 个 方程 . 

fa lt lr 
把 这 个 式 子 代入 第 二 和 第 三 个 方程 ,就 加 到 (5) 形式 的 方程 组 ， 

让 我 们 从 事 验 证 公理 和。 我 们 要 求 暂且 含有 未 定 的 e， 
ct， 加， 如 的 直线 (7) 通过 两 个 给 定 的 点 Ma, aa) 各 
Ma x, ya 22). 著 基 这样 的 直线 存在 ,我 们 恒 能 够 假设 ， 在 Mi 处 
的 参数 上 取舍 0 一 一 否则 ,车 是 参数 :在 M, 处 的 值 , 我 们 就 引 
进 :一 丘 作 参数 。 再 者 ， 能 够 认为 在 MH; 处 的 参数 上: 取 值 1 一 一 
否则 ,若是 参数 上 在 M; 处 的 什 , 我 们 就 引进 参数 55。 因为 参 
数 的 这 些 蔡 换 ,7) 中 的 系数 最 然 不 同 了 ,(2 的 形式 可 不 改变 . 

把 值 : = 0 和 :== 1 代 人 人 {7), 应 该 得 到 

机 一 二 一 十 
入 二 四 
Sr By 


因而 x0, Yo, vos 4 bs e 立即 妆 定 了 ,并且 回 时 唯一 地 次 定 了 。 


* 原 俄 文 为 (561 一 一 译 省 广 。 


是 村 由 二 


公理 工 和 PP 验证 完了 ， 公 理 下 显然 成 立 : 在 (7?) 中 令 : 二 0 
和 :一 1， 就 足够 了 . ， 
我 们 来 验证 公理 HH 和 1， 设 MLm， 帮 ， 的 )，M 区 2 力 ，2) 
Ma 为 ， 姑 ) 是 三 个 给 定 的 点 。 需 要求 出 这 样 的 如 > ws 六 使 
得 - 
一 一 f 十 wh 
= gr we (8) 
— + = Wr Vt WE 
这 里 #， vw 中 至 少 一 个 水 是 零 ， 把 xi, ys, mi 罩 作 系 数 ， 而 
#， btw 着 作 未 定 的 ,要 经 过 线性 变换 的 元 素 。 在 上 文 证 明 过 的 代 
数 定理 中 ,系数 都 基 假 设 在 堪 边 , 而 这 里 它们 在 右边 .显然 , 在 现 
在 的 情形 下 ,定理 仍 正确 ,只 要 把 在 所 有 的 叙述 中 的 左 莱 用 右 习 奉 
代 , 此 有 反之， . 
可 能 有 两 种 情形 .车 性 质 1) 成立 , 则 性 质 3) 也 成 立 :并 且 可 
疏 把 方程 组 (8) 改 写成 和 它 等 价 的 形式 ,用 左 映 一， 一 *， 一 * 线 
性 地 (系数 在 右 ) 表 出 wx 来 . 
把 * 拿 在 括 弧 外 面 来 ,我 们 得 到 ; 
和 二 fA 
v=rs C9) 
其 中 4a，5,c 是 只 依赖 于 志和 ,名 的 菜 些 系数 [并 且 不 同时 为 堆 
一 一 否则 从 (8) 不 可 能 推出 (9)1]。 这 样 一 来 ， 若 * 是 任意 取 的 
( 轩 们 ,而 se 是 按照 (9) 定 义 的 , 则 所 得 的 元 素 将 满足 组 (8)， 
并 且 反 过 来 也 对 ， 因 此, as v, ww， + 存在 , 并 且 完 全 确定 了 , 到 左 
乘 尾 一 不 等 于 和 的 张 歼 为 目 ( 若 选取 另 一 个 元 案 ” 替代 +, 则 结果 
将 是 es op w+ 下葬 以 “” 9。 所 求 的 平面 存在 ,并 且 是 唯一 的 . 
车 性 质 1 不 成 立 , 则 这 就 是 说 可 以 选取 值 w, vw 不 全 等 于 
零 ,而 使 每 


wri 十 天 十 wa = 0 {1 = 1, 2 3 {10) 
见 仍 在 在 一 个 平面 ,通过 MM,，M;，M,， 
32385+ 


现在 我 们 证 明 这 平 直 是 唯一 的 . 设 还 另 有 一 个 平面 ， 通 过 这 
些 点 ， 因 而 有 
ut rytwa+r—0 (=1,2,3) {11) 
着 是 ,wv , w' 是 用 局 一 数 P 去 乘 xs v, w 而 得 到 的 , 那 末 用 
P 左 科 (10) 并 和 (11) 加 以 比较 时 ， 即 得 到 ”一 0, 因而 第 二 个 
平面 完全 和 第 一 个 相同 (参看 正文 中 平面 的 定义 )， 
设 为 相 及 的 情形 , 那 末 按照 正文 中 所 给 的 直线 定义 ， 记 有 的 三 
点 M1，Mi。MM， 都 在 直线 [Cao 中; (Cvsviw rn)]* 上 ,这 
和 公理 1 和 1; 的 条 件 矛盾 . : 
其 余 的 公理 都 能 立刻 验证 . 设 给 定 了 任 一 直线 (7) 和 一 平面 ; 
ur tvyt+wstr=0 {12) 
把 方程 (7) 让 的 x， 73， # 代 和 人 (12); 在 左 迪 我 们 得 到 :的 一 次 式 . 设 
给 定 的 直线 和 平面 有 两 个 公共 点 ; 恒 可 能 抬 这 两 个 公共 点 看 作 是 
:二 0 和 t= 一 1， 把 :一 0 代入 12), 我 们 就 看 出 了 不 售 : 的 数 
项 是 零 ; 而 把 + 一 1 代入 时 ,我 们 就 看 出 了 + 的 系数 是 零 . 因而 ， 
把 (07) 代入 (12) 就 成 了 恒等式 ,而 且 直 线 (7) 上 所 有 的 点 都 在 平面 
《12) 上 :这 证 明了 公理 天。 
其 次 , 没 给 定 了 有 公共 页 (ss, 加 ，m) 的 两 个 平面 (公理 了) 
是 : 
wm vpot wntr—0 wow ntwso 二 r= 从 
车 碾 ; vw' 是 从 #5, wv 左 生 以 同一 个 数 p 得 来 的 , 则 用 PP 
撕 筑 第 一 信 等 式 再 和 第 二 个 等 式 比较 时 ,我 们 会 发 现 六 是 用 e 左 
乘 ”得 来 的 。 换 名 话说 ,这 两 信 平 面 会 是 周一 个 平面 ,和 我 们 的 假 
设 相 到 . 
若 这 样 的 一 个 雪 数 e 不 存在 , 则 按照 正文 中 所 下 的 直线 定义 ， 
写 下 的 这 -对 方程 就 规定 直线 的 点 ， 这 此 点 显然 都 同时 在 这 两 个 
平面 上 . 
最 后 ,验证 公理 IV*. 首先 指出 ,在 我 们 的 空间 中 变换 缉 标 之 


"不 仆 文 为 LC vw 0 wv, wv 一 译 者 注 . 
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后 ,任意 平面 可 以 看 作 是 平面 


其 实 , 设 给 定 的 平面 
下 十 区 十 2 十 一 个 
在 行 #, +, w 外 还 尾 意 地 选取 两 行 # ,vw' 和 ,vw ， 
使 得 在 这 些 横行 系数 左 线性 无 关 . 对 于 和 任意 的 x,，y,#, 按照 下 述 
规律 
wr 二 eytt ws 
y= tv y+ wg 
gt yt we 
引进 各 它们 相对 应 的 x', yz 
按照 假设 ,对 于 这 个 变换 性 质 2) 成 立 , 因 此 ,性 质 3) 成 立 , 即 
变换 可 道 。 这 两 个 三 数组 (x, ys) 和 《xy x) 被 此 包 一 对 
一 地 对 应 , 并且 不 难 验证 , 由 于 系数 在 左边 的 变换 的 线性 特征 , 平 
面 和 直线 的 方程 ,在 新 坐标 中 保持 上 述 形 式 ( 系 数 当 然 有 所 改变 ). 
在 原来 的 平面 上 x 也 显然 保持 常 借 ， 
于 是 ,只 要 证 明 在 平面 * 一 0 上 的 公理 IV* 就 足够 了 ， 设 在 
这 平面 上 给 定 任 意 一 条 直线 
! {f — gt tt xo 


- (13) 
y= tt yo 
和 在 这 直线 外 的 一 个 点 〔#， 为 )， 设 通过 这 个 点 作 一 条 新 时 不 确 
定 的 直线 | 
dt 
y= rt 
求 这 隐 条 直线 的 交点 ， 即 求 ,这 样 的 + 和, 满足 
和 -一 一 人 一 
Oh 
把 写 下 的 这 公式 看 作 在 2 ”上 的 变换 【性 质 1 的 特殊 情形 ) 
有 两 种 可 能 的 情形 . 
设 性 质 3) 成 立 , 那么 变换 是 可 逆 的 ， 能 由 左边 唯一 地 求 得 什 
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42， 因而 交点 存在 ， 
现在 设 竹 质 3) 不 成 立 ; 这 就 是 说 性 质 1) 也 不 成 立 ， 可 以 选取 
这 样 的 不 等 于 当 的 值 ，, ; 使 得 
do — dt 0 
Boto — bty = 1 
换血 话 说 , a, 六 是 从 sa， 而 志和 以 同一 个 数 p 一 iw 得 到 
的 . 
若是 pr 用 + 表示 ,并 且 看 成 是 参数 ， 那 末 第 二 条 直线 的 方程 
有 下 述 形式 ; 


= ot 
{ 一 +x (14) 
这 样 一 来 ,在 所 考虑 的 情形 下 ,第 二 条 直线 的 方程 可 以 化 成 完 
全 确定 的 形式 {14) ,因而 ,这 样 的 直线 是 唯一 的 . | 
独 下 还 要 证 明 方程 (14) 给 出 平行 于 (13) 的 直线 (平行 线 的 存 
在 )、 事 实 上 ,车 这 些 直线 有 一 个 公共 点 , 则 它们 是 辐 一 条 直线 ; 因 
为 相当 于 参数 的 一 仿 增 量 As, 在 这 两 直线 上 ，x 和 3 一样 的 分 别 
-有 增 盟 woA: 和 HAt。 而 其 实 , (zi, 六) 在 第 二 条 直线 上 ， 个 在 第 
一 条 上 . 
公 悍 I, 天 的 验证 完全 显然 ， 
[5 次 我 们 条 用 上 一 个 注解 中 的 直线 (7) 的 参数 表示 ; 
和 Td 十 wo 


一 下 十 鸭 


go et sp 
情形 是 十 分 明白 的 ， 
由 于 $ 13 中 的 规则 15 和 规则 16, 在 德 沙 格 数 系 中 成 立 的 , 相 
当 于 参数 + 的 单调 改变 。 坐 标 *，)》。=# 每 一 个 也 对 应 地 单调 改变 
《除去 那些 一 般 保 竺 不 变 的 : 例如， 在 a 一 0 时 的 x)， 这 样 一 来 
直线 坐标 总 是 朵 时 单 育 改 


* 此 人 处 不 该 符 担 到 合理 fi 因为 前 面 吕 经 提 过 了 -一 译 者 注 。 
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变 . 

按照 正文 ,一 个 点 称 为 在 其 他 两 点 {在 给 定 的 直线 上 ) 之 间 , 营 
它 的 每 一 个 举 标 在 洪 他 两 点 节 对 应 化 标 之 间 《这 里 所 讲 的 是 关于 
不 是 沿 着 直线 不 变 的 坐标 )， 这 个 定义 可 以 同样 的 用 参数 :过 出 
来 ,因为 参数 的 和 坐标 的 单调 改变 是 回 时 发 生 的 . 

于 是 ,点 bs 在 和 ;之 闻 ， 划 是 人 六 的 如 者 
和 

现在 公理 五.， 的 验证 已 经 完全 显然 了 ， 谈 到 公理 下 的 验证 ， 
我 们 总 可 以 把 公理 廿 中 所 说 的 平面 看 作 是 * 一 0 (参看 上 一 个 注 

解 ,公理 IV* 的 验证 )， 
° 相应 的 论证 ， 差 不 多 是 逐 字 就 句 地 重复 注解 [361， 区 别 只 在 
于 : 现在 的 坐 闻 *，y” 和 方程 的 系数 不 是 交换 域 @ 的 元 素 , 而 是 德 
沙 烙 数 系 的 元 素 ;特别 是 莱 数 的 次 序 
式 中 一 样 一 是 极其 重要 的 .其 余 的 论证 只 需要 重复 ,无 须 改 净 . 

[66】 钱 眉 计算 知 原 来 的 数 系 一致， 严格 地 说 来 ， 这 个 事 
实 还 需要 验证 ,但 是 验证 并 不 困难 ， 

£67】 换 句 话说 ， 由 于 定理 55, 原先 给 定 的 平面 几何 在 一 个 
德 沙 格 数 系 揭 基础 上 ,成 为 解析 几何 , 

青 者 ,所 建立 的 点 (x，y，0) 的 平面 几何 ,按照 必 本 身 的 娃 
立方 式 , 在 同一 个 德 沙 格 数 系 的 基础 上 , 也 成 为 解析 几何 , 

在 这 两 种 几何 中 ,有 相间 笃 标 (x，y) 的 点 加 以 比较 时 ， 就 得 
到 所 录 的 一 一 对 应 ,保持 着 元 素 间 所 有 的 关系 不 变 . 

【68] 这 样 一 来 ,第 六 章 是 第 五 章 的 继续 ,同时 实质 上 还 带 有 
射影 福 质 ， 就 是 楼 在 所 考 莘 的 空间 (由 公开 1，T，[vs# 确 定 的 ) 中 
添加 假 元 索 , 把 这 空间 变 成 射影 空间 ( 参 者 注解 [581); 相反 的 ,最 
自然 的 是 把 原来 的 空间 看 成 是 这 个 射影 空 旬 的 一 部 分 ， 从 后 者 取 
消 一 个 平面 (被 取 作假 平面 的 ); 剩 下 的 就 是 原来 的 空间 

如 同 第 五 章 一 样 , 所 有 的 讨论 都 是 根据 $ 24 所 建立 的 德 沙 格 
的 线段 计算 . 

第 六 章 的 特征 是 引进 在 第 五 意 中 所 不 提出 的 阿 基 米 德 公 现 . 
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和 阐明 它 的 作用 。 但 是 阿 基 米 德 公理 的 叙述 要 求 迁移 给 定 的 线段 
到 给 定 的 点 处 ; 由 于 没有 合同 概念 必须 给 予 这 种 迁移 以 新 的 总 
义 , 在 有 了 德 沙 格 的 线段 计算 的 情形 下 ,对 于 分 布 在 一 条 直线 上 的 
诸 线 虹 ,这 是 能 作 得 到 的 。 作 法 是 , 取 已 知 直线 作为 线 妇 计算 的 两 
条 黄 的 一 条 ， 并 用 0 表示 两 加 的 交点 、 设 4 是 这 轴 上 的 任意 一 点 
($ 24)， 现 对 线 届 04 建立 运算 ， 

为 了 要 在 线段 计算 的 意义 下 ,迁移 线段 48 到 点 4 处, 我们 
如 下 进行 (所 有 的 作 图 都 取 在 作为 计算 锅 的 一 条 直线 上 )， 求 线段 
0B 和 04 的 着 , 即 这 样 的 线段 0C， 使 得 

OB—= OA+ OC 

从 加 波 计算 的 显明 的 六 运算 推 知 线 改 0C 的 存在 和 唯一 性 ， 

现在 作 线段 08': 


t 
| 
了 


08B' 一 0D4 二 OC 
关于 线 蜗 4'8'， 我 们 说 它 在 线 惨 计算 的 意义 下 和 48 福 等 . 
从 表面 看 来 ， 这 样 的 迁移 线段 不 只 + 依赖 于 给 定 直线 上 的 线段 
本 身 的 选取 ,和 线段 应 该 迁移 到 什么 点 处 ,而 且 也 依赖 于 运算 的 第 
一 条 轴 的 选取 ， 万 其 是 点 0 的 选取 但 是 能 够 证 明 ， 在 给 定 的 辆 上 
各 的 汉 近 所 以 这 笠 在 给 证 的 直线 上 级 有 的 壬 让 总 污 全 只 后 确 
定 的 作法 。 证明 时 需要 利用 德 沙 格 定理 ， 
[59] 作者 想 说 ,着 两 个 不 能 交换 的 数 a，b( 即 a2 闫 84) 中 
的 a 过 0， 则 必须 考 开 把 # 换 成 (一 a)， 见 人 队 下 列 方程 所 规定 的 
数 ， 
《一 2 十 站 一 小 
然后 按照 $13 中 的 规则 15, 从 a 二 0 推 知 
# 二 (一 a2) 之 0 二 + (一 a), 即 0 之 (一 2) 
有 从 【一 中 十 5 一 0 推 知 (规则 10 和 1); 
. (a) +ba=0 和 (a b= 
而 县 从 a5 > ba 推 知 ( 反 和 证 花 ) 
(—a)d wa) 


同样 地 ,车 5 三 0， 我 们 洗 弄 换 成 《一 下 记 0。 
于 基 , 鞍 对 于 品系 中 的 某 两 个 数 交 换 律 不 成 立 , 山 琳 应 模 出 这 
规则 对 于 两 个 正 数 也 不 成 立 ， 
X70】 谓 明 在 正 交 中 所 提示 的 证 明 。 首 先 注意 , 式 子 T{ 连 阿 
0 ) 的 尝 台 是 一 个 域 ， 
设 给 定 了 式 子 : 
Te ro rt re (1) 
T= 十 同村 十 (2) 
我 们 着 重 指出 下 这 事 实 : 所 表 出 的 考级 数 ， 没 有 性 何 革 于 它 
们 的 收 剑 性 的 假设 . 
合并 了 和 了 中 同业 项 所 得 到 的 式 子 ,我们 定义 为 和 了 十 衫 。 
我 们 用 下 述 式 子 来 规定 乘积 : 
TT = roro"t®’ TF (rori 十 rr 2 二 9 二 
十 【rer; 十 rirl rr tt 十 。。 (3) 
注意 : 在 4 二 0, no 一 1， 和 0 式 子 (1) 是 音 
我 们 来 证 明 除 法 的 可 能 性 和 唯一 竹 (§$ 13 中 的 其 余 的 规则 
1 一 4 和 6 一 11 的 验证 ,都 完全 显然 )。 事 实 上 ,车 给 定 了 
了 ”一 ro rt : 
了 一 fa 十 ras 十 …: 
则 恒 能 够 求 得 一 一 同时 唯一 的 求 得 一 一 这 样 的 并 
Tp 


使 得 
了 ”一 下 TT 
如 同 (3) 所 指出 的 , 这 是 充分 的 . 取 ? 一 wn” 一 m， 然 后 依次 
用 下 列 公式 决定 fo， rr: 
ro = roro 
rors 二 rir 
# 一 fof 十 rirt + rors 


- AOE» 


因为 +。 0, 所 以 这 不 会 有 任何 困难 的 . 

现在 考虑 具有 形式 8 的 式 子 。 它 是 一 一 着 是 把 To, 了 ,用 
它们 的 式 了 于 替代 一 一 写 下 的 无 穷 级 数 , 由 rs 形式 的 项 组 成 的 ， 
其 中 上 是 有 至 数 , 而 上 和 ?是 整数 (这 间 ,并且 pp 守 m，、 和 和 2 之 1 
在 # 给 定 的 时 候 (这 里 ne 是 级 数 7w_。 的 最 小 的 指数 ). 

把 两 个 具有 形式 $ 的 式 子 的 加 类 项 合并 起 来 ， 邓 把 两 个 级 数 
中 同样 的 % ”的 系数 > 加 起 来 ,来 决定 这 两 个 式 子 的 和 。 

在 讨论 具有 形式 3 的 式 子 的 积 之 前 。 我 们 规定 两 个 具有 形式 
ra 的 积 ， 这 个 积 将 由 下 述 公 式 定义 : 

(repe (Cr ) 一 (Dor) Sr tt 


不 难看 出 ,这 式 子 可 从 规则 


8 2 

得 到 ,但 是 ,我 们 宁 珠 把 这 个 公式 当 作 定义 ， 为 的 是 但 免 有 关于 这 
结论 的 严密 论证 的 那 种 繁 巴 的 讨论 ， 显然, = 一 28 这 规则 是 公 
起 的 特殊 情形 ,所 以 ,公式 给 出 了 在 一 切 倩 形 下 我 们 所 需要 的 . 

对 于 如 此 定义 的 式 子 ”2” 的 磁 法 ， 结 合 律 的 验证 没有 任何 
困难 ， 

设 给 定 了 式 子 5 和 ,如 我 们 所 知道 的 ,由 其 有 形式 rr” 的 
项 组 成 的 。5 菇 以 5 的 积 叫 做 5"， 它 是 由 3 的 每 一 项 胶 以 5 的 
每 -- 项 所 得 到 的 项 组 成 的 ( 鞠 之 后 还 楼 合并 同类 项， 容易 看 出 ,每 
一 种 的 同类 项 只 有 有 限 数 个 )。 换 外 话说 ,车 


上 
- P 
1 一 > ， Fas 
Lad 
UA 
a 
pp rr Fp pp 
3 一 >》 Ca di 
rr 
yr 
ET 


* 在 式 子 $” 中 ,原文 误 印 为 "之 zy” ，v 之 wprr 一 - 泽 者 注 。 
和 


则 关系 5” 一 $53” 指 的 是 


Fr me > fav iw 玫 ” 呈 坟 二 顷 {AY 


由 二 由 三 业 人 
tv 


在 式 子 $ 的 定义 域 中 ,所 有 的 规则 1 一 4 和 6 一 11 的 验证 都 完 
全 显然 ;我 们 只 讨论 规则 5 , 即 除法 的 可 能 性 和 单一 性 ， 要 讨论 的 
正 是 : 着 招式 {A) 中 的 ramw: 和 rm 看 作 是 已 知 的 ， 则 我 们 能 够 
从 它们 依次 定义 ”we 

首先 ,必须 取 mo 一 wm” 一 wm。 用 w 基 若 小 值 时 的 式 (4) ,其 
站 一 mm” 时 的 公式 (A)， 然 后 在 右 妨 必须 令 产 一 my， 下 一 和 .在 
依次 令 后 开 十 1 时， 在 一 Bw m1 
( 令 mm 一 wo 一 #w)】 的 情形 下 ,我们 依次 从 式 (4) 定 义 rar 

其 次 ,用 天 一 和 十 1 和 令 太一 wp porrtl 十 1 时 的 
(4 依次 现 定 , 在 2 一 Hy 1 十 1, ~ 时 的 Ttly 于 

在 六 一 m” 十 2 等 等 时 ,我 们 同样 地 处 青 。 所 有 的 系数 py 
都 唯一 决定 了 . 

【71] 定理 651 在 射影 几何 的 解释 中 具有 最 自然 的 形式 . 设 
我 们 所 考虑 的 平面 几何 大 满足 公理 5 -ss，I，IV* 的 ,而 且 补 充 了 
假 点 《和 平行 束 一 一 对 应 的 新 光 案 ) 和 假 让 线 (所 有 盆 点 的 集合 ] 
的 .这 就 成 为 射影 几何 ( 设 有 连续 公理 )、 射 影 几何 中 的 两 直线 恒 
有 一 个 公共 点 (平行 时 就 是 假 点 )， . 

在 今后 不 区 分 真 点 和 假 点 时 ,我们 给 出 巴 斯 嘻 - 巴 卜 定理 的 射 
影 说 法 如 下 : 

着 点 44，43，A1; 在 同一 条 直线 (a 上 ， 而 点 4 A, 4 在 办 
一 条 直线 a 上 , 则 直线 ， A1A; 和 A4ds， 人 dr 和 4s As4, 和 

Asd i 这 宇 对 的 交点 都 在 同一 条 直线 上 . . 

特别 的 , 若 直 线 a。 和 a 有 真 的 公共 点 ， 而 所 说 的 交点 中 有 两 
个 在 假 直 级 上 、 则 根据 定型。 第 三 个 交点 也 在 息 直 线 上 ， 我 们 显 
然 ， 同 到 定理 40 了 ， 即 把 到 如 辐 在 正文 中 所 了 解 的 交 义 下 的 已 其 
唱 定 理 。: 本 
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现在 设 在 我 们 的 几何 中 马 斯 哮 - 马 卜 定 理 的 射影 说 法 成 立 .我 
们 断定 德 沙 格 定 理 , 然 后 能 够 证 明 ,这 就 是 定理 61 的 射影 说 法 ， 

对 寺 德 沙 烙 定理 我 们 在 这 里 也 取 一 般 的 录影 说 法 (参看 注解 
[58]). 

我 们 必须 懂得 定 列 61 的 字 击 上 的 音义 ,看 正 文中 如 在 鹿 影 说 
法 电 不 同 ,因为 我 们 既 加 强 了 定理 的 条 件 ,又 如 强 了 定理 的 结论 。 

至 于 证 明 , 现 在 更 简单 了 ， 首 先 , 德 沙 烙 的 正定 垣 和 遂 定 理 塞 
成 一 样 的 ,因为 它们 都 化 简 为 同一 个 说 鞭 ， 若 给 定 了 10 个 点 和 10 
条 直线 ,并且 是 德 沙 格 构 形 所 具有 的 点 和 直线 的 关联 关系 ,可 能 除 
去 一 个 之 外 都 成 立 , 则 这 最 后 一 个 也 成 立 。 

由 于 德 沙 格 构 形 中 的 所 有 的 点 和 直线 的 完全 平等 地 位 ， 不 难 
看 出 ， 从 德 沙 格 正 定理 扒 得 这 个 说 法 ， 也 从 逆 定 理 推 得 这 个 说 法 
(从 它们 推出 来 的 这 些 命题 是 一 样 的 ). 

要 想 证 明 德 沙 烙 定理 ,而 不 政变 正文 中 的 和 名词, 我们 能 够 假设 

把 新 考 虞 的 构 形 中 的 诸 直 线 之 一 叫做 想 家 线 ， 而 所 有 和 它 有 同一 
个 交点 的 直线 叫做 平行 线 。 然 后 我 们 能 够 重复 正文 中 的 讨论 并 
县 利用 图 77, 把 图 中 的 构 形 了 解 为 有 一 条 候 直 线 ， 而 有 把 图 中 和 
假 直线 有 疝 一 个 交点 的 直线 了 解 为 平行 线 . 

在 证 明 时 ,可 以 如 下 的 简化 ，4'C' 不 和 0B’ 平行 ,现在 有 了 
沉 分 的 保证 ， 其 余 的 限制 原来 需要 附加 上 的 原因 ,是 为 了 使 得 :在 
证 明 过 程 中 援引 巴 斯 嘴 定理 时 ,所 得 到 的 直线 dudi4。 和 4ad4A 
东平 行 而 灯 交 于 真 点 (在 定理 40 中 所 候 设 的 )。 但 是 在 我 们 的 身 
彩 说 法 中 ,这 些 情形 没有 区 别 ,而 相 永 的 附加 条 件 是 多 余 的 。 论 证 
A'C” 和 0B” 不 平行 , 那 是 总 能 够 达到 的 ， 因 为 可 以 措 水 B 和 
0C', 或 者 把 BC 和 04” 当 作 4'C” 和 08' (在 最 后 的 情形 
下 ,必须 浸 碟 三 人 角形 4BC", 替代 泛 腑 三 角形 48C, 其 中 
BC"VB'C', 而且 C” 在 0C” 上 ; 实行 证 明 后 ,就 知道 原来 
A"C'YAC"， 因 而 , C" 和 CC 重合 )}。 容 易 证 明 ， 在 所 有 三 种 情形 
中 都 商 时 平行 是 不 可 能 的 . 

【5723 这 里 粗 核 天 叶 地 谈 色 实数 。 事 实 上 ， 这 里 只 是 基 一 个 
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可 交换 的 、 但 是 (在 记 作 的 假设 是 公理 -;， I，IV* 和 巴 斯 嘴 定 
得 的 情形 下 ) ,一 般 说 来 ,是非 阿 基 米 德 的 数 系 的 元 素 ( 例 如 , 式 子 
T. § 33), 

[73] 计算 的 元 素 的 定义 域 已 经 是 无 穷 的 ,因为 它 售 有 单位 ， 
而 且 岗 时 一 一 遵循 运算 律 一 既 含 有 所 有 的 整数 。 又 含有 所 有 的 
有 理 数 (顺序 的 存在 排斥 了 非 零 模 域 的 傅 形 ). .由 此 推出 ， 著 是 在 
数 Pu -…，A 用 任意 的 运算 的 元 素 准 代 { 针 别 是 用 任意 的 有 理 数 
替换 ) 时 , 有 理 武 RC(h, .+，pr) {以 有 理 数 为 系数 时 ) 变 为 堆 ， 
R[ pz) 就 恒 等 于 零 。 . 

于 是 ， 设 关于 交点 的 定理 是 正确 的 ， 这 与 下 述 事 实 等 价 ， 一 
系列 的 式 子 R(b,,.…, Pp,) 恒 等 于 零 。 这 样 一 来 ， 定 理 的 证 明 化 
为 诸 式 子 R(p,,.'*, P,)】 便 等 于 堆 的 验证 ， 同 时 ,看 要 的 是 ,要 注 
意 到 ; 式 子 R(P,,.…, P.) 的 产生 ,是 对 于 户 ,'.*，p, 继续 进行 
一 系列 的 、 不 管 它 是 多 么 复杂 的 有 理 运 算 的 直接 结果 .为 了 验证 
R(P:……, P.) 恒 等 于 均 , 我 们 应 该 引进 一 系列 的 计算 ， 展开 括 弧 ， 
同类 项 化 简 等 等 ， 换 名 话说 ,我 们 应 该 运用 计算 规则 1 一 12; 但 是 
这 些 规则 的 运用 ,如 局 上面 曾经 指出 过 的 ,在 几何 上 ， 是 化 为 巴 斯 
否定 理 的 应 用 。 . 

总 起 来 说 ,. 交点 定理 的 证 明 的 过 程 是 化 为 巴 斯 路 定理 的 运用 
《当然 还 有 公理 Ts,，IV*). 

【74] 首先 我 们 回忆 ,根据 第 I-IY 组 公理 的 几何 中 ， 巴 斯 路 
定 还 是 正确 的 ,因而 ,可 以 在 这 几何 中 引进 线段 计 算 . 如 同 5 15 中 
所 作 的 ,并 且 证 明定 理 41 和 定理 42。 

我 们 来 证 骨 施 泰 因 纳 尔 的 命 
题 . 令 PF 不 和 a 平行 { 注 图 43): 设 
PQ 是 和 a 平行 的 直线 ,并 且 分 别 交 
AE, BD, CD 于 点 F”, 0, F 
(必然 有 交点 ,因为 4E, BD 和 CD 
者 不 和 = 平行 )， 然后 从 相似 三 角 
形 4B 和 P9D 有 ; 


RR 


PO:AB ~— DO:DB 
但 信访 伺 三 第 形 BCD 和 OF'D 撞 知 
OF:BC— DO:DB 
国 为 4B8 一 BC， 因 此 得 
. PDB 一 站 下 (1) 
从 相似 三 角形 4BE 和 F"QE 以 及 三 角形 BCE 和 98PE， 
我 们 有 | 
BFE -BE PO EV 
AB EB’ BC EH 
因为 4 一 BC， 因 此 推 知 
PO = QF” {2} 
比较 (1 和 (2): 可 得 
OF’ ~ OF” 

这 就 是 说 , F” 和 重合 ,与 我 们 的 假设 直线 PO 平行 于 a 
镍 不 通过 下 是 相 矛 盾 的 ，( 注 意 : Ff' 和 BR” 不 能 够 在 如 的 两 侧 : 因 
为 理 则 苇 中 之 一 会 和 了 重 台 , 那 是 不 可 能 的 ,) 

【753 所 谓 由 一 些 给 定 的 数 和 变数 所 产生 的 域 R， 我 们 了 解 
为 由 这 些 数 和 变数 经 过 四 种 有 理 运 算 记 作成 的 记 有 可 能 欧式 子 。 

… .因此 ,这 个 域 的 元 素 是 原来 和 的， 独立 的 参数 如 ,.…，P, 的 有 
理 函 数 ,并 且 这 些 冰 数 的 系数 是 原来 的 数 的 有 理 式 ， 

还 要 和 注意 到 ,从 $37 开始 , 在 正文 由 只 考虑 实数 和 取 实 数值 
的 变数 ,这 就 是 说 ,在 普通 的 几何 的 范围 中 . 

[76】 更 确切 却说 ,在 以 后 的 正文 中 ,所 谓 一 个 完全 实数 是 具 
有 下 述 性 质 的 一 个 代数 数 ， 它 是 由 有 理 运 算 和 开平 方 得 来 的 ， 并 
且 它 和 它 的 共 应 数 都 是 实 的 ， 

我 们 特别 是 要 来 明确 和 上 文 讨论 中 有 关 竟 一 系列 的 事实 ， 

1. 大 家 都 知道 : 从 给 定 的 操 出 发 ,并 且 末 用 直 扩 和 加 范 , 我 们 
能 够 作 而 且 只 能 够 作 基 有 下 述 性 质 的 所 有 的 点 ; 它们 的 坐标 能 够 
用 给 定 的 点 的 坐标 经 过 四 种 有 理 运 算 和 开平 方 替 示 出 来 ， 这 个 证 
明 是 很 初等 的 , 它 的 根据 在 下 而 ; 求 丙 个 圆 的 交点 ,或 着 加 和 直线 


下 


的 交点 ,都 是 求解 二 次 方程 ,而 且 这 方程 的 系数 是 两 画 的 、 或 者 日 
和 直线 的 方程 的 系数 的 有 理 式 : 反 过 来 , 利用 直 尺 和 圆规 , 求 任意 
一 个 由 已 给 线段 所 表 出 的 数 的 平方 根 ,在 几何 上 不 难 实 现 . 

这 问题 的 详细 的 阐述 可 查看 A. 阿 得 列 尔 (A. map € 《几何 
作 图 的 理论 》 一 节 。 

2. 令 给 定 的 点 的 坐 款 是 + 个 任意 的 参数 24,………，P ， 的 有 理 
商 数 . 

考虑 一 个 请 给 定 的 点 的 坐标 所 产生 的 请-… pr 的 有 还 函 数 
的 域 ，RCP,,"……, Pr)， 给 定 的 点 的 坐标 属于 这 个 域 。 由 尺 开 始 ， 
作 一 序列 的 域 ,使 得 每 一 个 后 项 包含 前 一 项 : 

- RERCRC:: CR, (1) 
并 且 每 一 个 后 项 是 由 它 的 前 一 项 增加 一 个 平方 根 而 得 来 的 。 更 确 
切 地 说 ， 若 R; 已 经 作 好 CR 看 作 启 ), 则 Rss 就 这 样 作成 ， 从 RR 
选 出 具有 下 述 人 性质 的 任意 一 个 元 素 5, 使 VF 不 在 ,中 出 现 , 并 
且 把 w 方 和 RR 的 系数 所 组 成 的 全 体 有 理 式 作为 Rss 因为 在 这 里 
V 的 偶数 次 界 能 够 归 人 系数 (或 者 自由 项 )， 所 以 V 天 所 的 多 项 
能 够 化 为 线 任 式 ; 玉 ， 的 元 罕 的 一 般 形 式 是 ， 

m+ BV 
fr A 
其 中 四，8，r， 8 都 是 R; 的 元 素 . 用 通常 的 方法 有 理化 分 民 ， 
我 们 最 后 得 到 Ry 元 素 的 一 般 形式 : 
BE + bh (2) 
其 中 a; 和 三 都 是 Ry 的 任意 元 素 . 
显然 ,这 过 程 使 我 们 能 得 出 域 RR,， 它 包 堂 任意 的 事先 指出 的 
一 些 点 (能 从 给 定 的 点 出 发 用 直 尺 和 加 规 作出 来 ) 的 系数 . 
定理 64 的 塌 义 是 : :者 所 论 太 的 特别 是 关于 惠 洒 志 尺 和 渤 线 加 . 


和 


角 作 更 如 这 .所 找 写 的 过 程 的 任意 性 也 对 应 的 他 正 就是 :入 
一 个 域 请 扩张 到 域 Rs 时 , 域 Ri 的 元 素 有 不 能 注意 的 选取 , 而 
只 能 是 总 的 一 些 元 素 的 平方 的 和 。 
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3. 加 到 一 般 惜 形 , 取 域 Rs 的 任意 的 一 个 元 素 se， Re 是 序列 
1) 的 最 后 一 个 域 ， 
应 用 公式 (2), 得 
Ga de TF BV fo 
对 于 元 素 4_1，bn_1 应 用 公式 (2), 得 
一 gs 十 2 十 {4 十 Ba faa) Vf 
继续 这 个 过 程 ,最 后 我 们 得 到 w 的 家 示 式 ， 它 对 于 下 烈 的 根 式 的 
每 -个 
Vhs Vhs ww (3) 
都 是 线性 的 ,而 它 的 系数 都 属于 原 米 的 域 RC *，P,)*, 
我 们 把 它 写 出 如 下 ;: 
on et dv tM tv hy 
taAVhvV ht ta hv hv t+... 


te th VV (4) 
需要 注意 的 是 , 每 一 个 根 式 Vf 的 根 号 下 的 产 ， 是 利用 根 式 
Vhs Vf 
所 姐 成 的 同 祥 的 式 子 。 


式 ( 和 的 项 数 的 个 数 是 2*, 是 容易 计算 出 来 的 ， 2 个 系数 都 ， 
是 域 RC1, Ps" 如) 的 元 素 . 
认为 P,-…，p， 得 到 了 实数 值 ， 然 后 在 作 诸 域 (1) 的 过 程 中 ,每 
一 个 根 式 w 方 所 指 的 是 它 的 两 个 值 中 完全 确定 的 一 个 ; 上 边 所 写 
出 的 式 子 a。, 所 以 也 将 是 完 金 确定 的 数 , 原来 的 域 R 只 包含 实 
数 ， 

假设 现在 容许 在 式 子 (分 中 任意 的 到 w 为 的 符号 ; 在 取 定 之 
后 , 根 号 下 的 庆 就 完全 确定 了 。 我 们 再 同 祥 的 任意 地 取 w 姑 的 符 


* 语文 将 pr 误 印 为 pa 


译 者 注 ， 
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叶 ; 在 到 定之 后 , 撒 和 号 卡 的 声 就 完全 确定 了 , 我 们 再 任意 地 取 W 访 
的 符号 等 等 ， 
这 样 一 来 , 我 们 显然 得 到 2° 个 式 子 , 因为 每 一 个 根 式 有 讽 个 
可 能 的 值 ， 我 们 认为 ,这 样 得 到 的 数 是 被 此 都 不 相同 的 , 因为 , 否 
则 只 要 增加 少子 = 个 平方 根 就 达到 元 素 ws。 
”这 2 个 数 中 含有 a,, 我 们 把 它们 叫 作对 于 域 尺 说 的 和 a。 共 
弧 的 数 .， 


Ba Qn 0 {5) 
我 们 断言 : 这 些 数 都 是 同一 个 代数 方程 的 根 ， 而 这 方程 的 次 
数 是 2", 系数 属于 原来 的 域 尺 。 
我 们 把 式 子 (4) 中 出 现 的 根 式 的 每 一 个 的 值 ,看 作 任 意 的 在 两 
个 可 能 的 情形 中 取 定 了 ; 但 是 , 在 这 个 根 式 出 现 的 所 存 情 形 中 ,不 
管 它 是 否 在 其 它 的 根 式 下 ,当然 都 取 辣 桩 的 值 ， 然 后 (4) 不 仅 能 够 
表 由 a。, 但 也 表 出 在 一 个 和 它 共 罗 的 数 . 
把 (4) 平方 起 来 。 一 个 根 式 的 平方 是 一 个 含有 较 少 个 数 根 式 
的 式 于 。 把 一 个 根 式 的 平方 用 它 的 式 子 代 信 (这 代 人 的 方式 是 完 
全 确定 的 ) 之 后 ,我 们 得 到 和 (4) 和 同样 形 式 的 式 子 ， 它 的 系数 也 是 
原来 的 域 的 一 些 元 囊 ( 显 然 , 守 全 不 依赖 于 根 式 w f; 的 符号 的 选 
择 ).  ，  ，. 
关于 式 子 (4) 的 任意 宕 也 是 如 此 。 
我 们 来 考虑 下 列 诸 式 子 
ly, ans 2 a a 
” ”它们 都 是 形式 (4) 的 式 子 ， 因为 它们 的 个 数 比 每 一 个 式 于 的 
* 项 数 多 1 个 ,所 以 能 够 从 原来 的 域 R 中 选择 这 样 的 先 数 包 , 使 得 线 


性 组 合 
Po- 1 十 Pian 十 ps 十 “十 ai 


恒 等 于 办. 这 就 是 说 ,在 这 个 线性 组 合 沾 ;把 它 看 作 形 式 (4) 的 一 
个 式 子 时 。2" 个 系数 的 每 一 个 者 是 霍 .。 结果 是 。e。 以 及 所 有 和 它 
共 思 的 数 都 满足 局 -~ 个 2* 次 的 \ 系 数 饥 子 原来 的 域 R 的 方程 : 

和 十 Br 十 Pi 十 Bo 下 (6) 
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我 们 洋 意 ,这 个 方程 将 不 会 引出 下 述 情形 ， 即 mw 不 适合 任何 
一 个 低 次 的 ,系数 局 于 让 的 方程 (在 相反 的 情形 下 ,把 式 半 (4) 代 人 
这 样 的 方程 后 ， 记 力 和 天 

,Vo 


地 湾 是 一 个 昼 等 式 ， 仙 为 这 电 入 六 内 位 河 个 也 不 能 用 在 它 以 前 
[ 按 号 码 说 ] 的 有 理 的 者 示 出 来 ;但 是 ,这 就 是 说 , 这 方程 应 该 被 所 
有 和 a。 共 孝 的 数 适合 ; 那 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 次 数 <2")。 

若 域 就 是 有 理 数 域 (p1,:- -不 出 现 ), 则 a 是 代数 数 ,而 oz， 
故 ,… .都 是 和 它 共 印 的 数 。 

4. 设 域 的 序列 (1) 特别 是 与 利用 直 尺 和 迁 线 器 的 作 图 相 适 应 
的 ;这 社 车 每 一 个 根 式 V 上 的 根 号 下 的 式 子 是 对 应 域 Ri 的 元 案 
的 平方 的 各。 1 . 

帮 有 万 了 二 R, 的 菜 个 元 泰 ss 后 ,我 们 来 研究 那些 和 它 共 孝 的 
元 罕 的 形式 ， 因 为 轴 是 平方 和 ,所 以 VY/ 是 实数 ， 不 论 VY jh 的 符 
号 是 怎样 取 的 , 式 子 姑 代表 着 域 Ri 的 元 案 的 平方 和 ， 是 非 负 的， 
并 县 w 五 以 及 和 它 一 起 的 域 R 全 体 部 是 实数 不论 V 二 的 符号 
是 怎样 取 的 * 式 子 记 反正 是 域 的 元 守 的 平方 和 5: 非 负 的 , 所 以 
YY 是 实 的 ;而 利安 一 起 的 域 局 的 所 有 的 元 豪 都 是 实 的 等 等 ， 

结果 是 , 域 Ru 的 每 一 个 元 素 a。 以 及 所 有 的 和 它 共 轿 的 元 过 
都 是 实 的 显然 ,这 意味 着 : 着 我 们 从 域 

开放 . 
出 发 ,其 中 的 如,…, 乡 是 固定 的 参数 , 则 在 志 ,……,p, 取 实 数值 
时 ,被 方程 (6) 所 规定 的 ,对 应 的 参数 靖 ,……，, 包 的 代数 函数 年 , 也 
只 取 实 数 合 {在 Pi,-…, p; 是 有 理 数 时 ,按照 同样 理由 ， 这 些 范 数 
的 实数 什 将 完全 是 实数 ). 

【77] ”关于 条 用 直 尺 和 图 规 来 作 一 个 正 纪 角形 的 问题 ， 其 中 

是 一 个 质数 ， 大 家 知道 ,只 有 当 ， 是 这 样 的 形式 : 
-P272*+t+l1 
这 个 作 图 何 题 才能 解决 同时 必须 开平 方 # 次 . 、 
”证 名 题 是 这 样 ， 马 知 匮 的 半径 ,我 们 取 它 的 一 疹 作 为 回 心 , 男 
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和 实 绚 大 ,下 为 多 边 形 总 共有 2" 士 工 个 
二 的 条 件 下 . 
FF， 已 知 三 角形 4 BC; 需要 作 这 样 


这 问题 的 利用 直 尺 和 圆规 的 解法 参看 A. 阿 得 询 尔 & 几 何 作 图 
的 理论 》, 1909 年 ,第 9 一 11 页 ; J. 阿达 到 (J. Hadamard) 《初等 
几何 》, 卷 了 平面 几何 *,1938. 

【79] 下 小 隆 尼 亚 问 题 如 下 作 一 个 贺 与 三 个 定 珊 相 切 。 这 
个 问题 利用 直 尺 和 圆规 的 解法 , 参看 可 中. 切 百 维 鲁 辛 {H. 中 . 
DeTeepyx8H) 几 何 作 图 证 ,1938 ,第 134 一 136 页 ; 于. 阿 来 克 桑 崇 
荐 夫 《M，Anercagzpo8) 《几何 作 图 问题 3》**, A. 阿 得 列 尔 ,《 几 何 
作 图 的 理论 》; A. 阿 得 玛 ,《 初 等 几何 》, 卷 1, 平面 几何 。 
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* 丰 和 朱 乱 祥 的 电 译 本 一 一 译 几 注 。 
4 有 十 寿 国 的 中 译本 一 一 泽 者 注 . 
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